Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula
Carlos Gustavo Moreira

Sequéncias recorrentes e testes de primalidade

1 A Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é definida por Fy =0, F1 =1 e Fyp0 = Fpi1+ Fy,
Vn € N. Queremos achar uma férmula explicita para F, em fungao de n.
Para isso usaremos uma ideia que serd bastante 1util também no caso geral:
procuraremos progressoes geométricas que satisfazem a mesma recorréncia que
(Fp): se x, = a-q" com a e g nao nulos satisfaz x, 19 = Tp41 + Tpn, Vn € N,
teremos a - ¢"*2 =a-¢""' +a-¢" = a-q¢*(¢+ 1), donde ¢> = ¢ + 1. Temos
assim dois valores possiveis para q: as duas rafzes da equacio ¢> —q¢—1 =0,

1+\/5e 1-/5
2

n
que sao 2‘[. Assim, sequéncias da forma a <1+27‘/5> e da forma

n
b (1_2—‘/5 satisfazem a recorréncia acima, e portanto sequéncias da forma y,, =

a <1+72\/5> +b (1 ‘[) também satisfazem a recorréncia acima.

Basta agora encontrar valores de a e b tais que yg = 0 e y; = 1 para que
tenhamos y, = F, para todo n (de fato, terfamos yo = Fy, y1 = Fy e, por
indugao se k > 2 e y, = F, para todo n < k, temos yr = yr—1 + Yp—2 =
Fy_1 + Fy_o = Fy). Para isso, devemos ter:

(o (52) 005 -

_ 1 . p_ _ L . e
e portanto a = 75 © b N Mostramos assim que

r= o (52 - (52 wen

E curioso que na férmula do termo geral de uma sequéncia de niimeros inteiros
definida de modo tao simples quanto (F;,) aparecam numeros irracionais.
Provaremos a seguir uma identidade 1til sobre nimeros de Fibonacci:

Proposicao 1. Fi,.p, = FinFr1+ Fra1 By, Vmyn € N, n > 1.
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Demonstragdo. Sejam yp, = Fipip € 2m = FpFrn_1 + Finp1 Fy. Temos que (yy,)
e (zpn) satisfazem a recorréncia T,4+2 = Tnt1 + Tn, Vn € N. Por outro lado,
vo=F.,ypn=F,20=0-F 1+1-F,=F,=ywezxn=1-F,_1+1-F,=
F,,+1 = y1, e portanto, como antes, z, = yp, Vn € N. ]

Podemos usar este fato para provar o seguinte interessante fato aritmético
sobre a sequéncia (F},), que pode ser generalizado para as chamadas sequéncias
de Lucas, as quais sao tteis para certos testes de primalidade:

Teorema 2. mdc(Fyy, Fr) = Fude(m,n), ¥m,n € N.

Demonstragao. Observemos primeiro que mdc(F,, F,+1) = 1, ¥n € N. Isso
vale para n = 0 pois F; = 1 e, por inducgao,

de(Fn+1, Fn+2) = de(Fn+1; Fn+1 + Fn) = de(Fn+17Fn) =1.

Além disso, se m = 0, mdc(Fp,, F,) = mde(0, F,) = Fpy = Fdetmn), V0 € N,
ese m = 1, mde(Fp, Fp,) = mde(1,F,) = 1 = FI = Fudc(mpn), "7 € N
Vamos entao provar o fato acima por inducdo em m. Suponha que a afir-
macao do enunciado seja valida para todo m < k (onde k > 2 é um inteiro
dado) e para todo n € N. Queremos provar que ela vale para m = k e para
todo n € N, isto é, que mdc(Fy, Fy) = Fde(k,n) para todo n € N. Faremos
isso por indugao em n. Note que, se n < k, mdc(Fy, Fy,) = mdc(Fy, Fy) =
Finde(n,k) = Fide(k,n), por hipdtese de indugao (sobre m). Ja se n > k, F,, =
Foiy+x = FoiFr—1 + Fypy1Fg, e logo mde(Fy, Fy,) = mde(Fy, Fr_x Fr—1 +
Fy_ k11 Fr)=mdc(F, F,_kFr—1)=mdc(Fg, Fj,_x) (pois mdc(Fg, Fr—1) = 1) =
Fmdc(k,nfk) = Fmdc(k,n)' O

Corolario 3. Sem > 1 e m € um divisor de n entao F,, divide F,,. Além disso,
se m > 3 wvale a reciproca: se F,, divide F;, entdo m divide n.

1.1 Testes de Primalidade Baseados em Fatoracoes de n — 1

Veremos inicialmente alguns algoritmos deterministicos que funcionam para
valores especiais de n, para os quais uma fatoragao (talvez incompleta) de n —1
é conhecida.

Proposicao 4. Sejan > 1. Se para cada fator primo q de n—1 existe um inteiro
(n—1

aq tal que a1 =1 (mod n) e aq )/a # 1 (mod n) entdo n € primo.

Demonstracdo. Seja ¢F¢ a maior poténcia de ¢ que divide n — 1. A ordem de
ag em (Z/(n))* é um miiltiplo de ¢*¢, donde ¢(n) é um miiltiplo de ¢¥s. Como
isto vale para todo fator primo g de n — 1, ¢(n) é um multiplo de n — 1 e n é
primo. [

Proposicao 5 (Pocklington). Sen—1 = ¢*R onde q é primo e existe um inteiro
a tal que ' = 1 (mod n) e mde(a""V/9 — 1,n) = 1 entdo qualquer fator
primo de n € céngruo a 1 mddulo ¢*.
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Demonstragdo. Se p é um fator primo de n entdo a” ! = 1 (mod p) e p ndo
divide a(®~1/4 — 1, donde ord, a, a ordem de a médulo p, divide n — 1 mas nao
divide (n —1)/q. Assim, ¢* | ord,a | p—1, donde p =1 (mod ¢¥). O

Corolario 6. Sen—1= FR, com F > R e para todo fator primo q de F' existe
a>1 tal que a” ' =1 (mod n) e mde(a D/ —1,n) =1 entdo n é primo.

Demonstracdo. Seja ¢ um fator primo de F e ¢* a maior poténcia de ¢ que
divide F'; pela proposicao anterior, todo fator primo de n deve ser congruo a 1
médulo ¢*. Como isto vale para qualquer fator primo de F, segue que qualquer
fator primo de n deve ser congruo a 1 médulo F. Como F > y/n, isto implica
que n é primo. O

De fato, basta conhecer um conjunto de fatores primos cujo produto seja
maior do que (n — 1)1/ 3 para, usando o resultado de Pocklington, tentar de-
monstrar a primalidade de n (o que deixamos como exercicio). Os seguintes
critérios classicos sao consequéncias diretas das proposigoes acima.

Fermat conjecturou que todo ntimero da forma F,, = 22" + 1 fosse primo e
verificou a conjectura para n < 4. Observe que 2" + 1 (e em geral a” + 1 com
a > 2) ndo é primo se n nao é uma poténcia de 2: se p é um fator primo {mpar
de n, podemos escrever a” +1 =0 + 1= (b+1)(BP P2+ ... 42— b+ 1)
onde b = a™P. Euler mostraria mais tarde que F5 néo é primo (temos Fy5 =
4294967297 = 641-6700417) e ja se demonstrou que F;, é composto para varios
outros valores de n; nenhum outro primo da forma F, = 22" + 1 é conhecido.
Até outubro de 2011 o menor ntimero de Fermat que se desconhece se é primo
ou composto é F33, mas se conhecem muitos primos (alguns bastante grandes)
da forma a®" + 1, que sdo conhecidos como primos de Fermat generalizados. O
teste a seguir mostra como testar eficientemente a primalidade de F,.

Corolério 7 (Teste de Pépin). Seja Fy, = 22" + 1; F,, ¢ primo se, e somente se,
3Fn=1/2 = _1 (mod F,).

Demonstragio. Se 3(Fn=1)/2 = —1 (mod F},) entdo a primalidade de F,, segue
da Proposicaodl Por outro lado, se F;, é primo entdo pelo critério de Euler e a
lei de reciprocidade quadratica temos

o= (3)- (5)- () -+

O
Teorema 8 (Proth (1878)). Sejan = h-2F 4+ 1 com 2% > h. Entdo n é primo
se, e somente se, existe um inteiro a com a("~V/? = —1 (mod n).
Demonstragdo. Se n é primo, podemos tomar a qualquer com (%) = —1; ou
seja, metade dos inteiros entre 1 e n — 1 serve como a. A reciproca segue do
corolario 6 com F = 2F. O

Corolério 9. Sen = h-q¢* +1 com q primo e ¢* > h. Entio n é primo se, e
somente se, existe um inteiro a com a” ' =1 (mod n) e mde(a""V/1—-1,n) =
1.
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Demonstragao. Se n é primo, podemos tomar a qualquer que nao seja da forma
x? médulo n (que existe pois n admite raiz primitiva); ou seja, uma proporgao
de (¢ — 1)/q dentre os inteiros entre 1 e n — 1 serve como a. A reciproca segue
do corolério [6 com F = ¢*. O

Muitos dentre os maiores primos conhecidos estao nas condigoes do teorema
de Proth. Isto se deve ao fato de primos desta forma serem frequentes (mais
frequentes do que, por exemplo, primos de Mersenne) e que sua primalidade é
facilmente demonstrada usando este resultado.

2 Extensoes Quadraticas

Seja d um inteiro que nao é um quadrado perfeito. O conjunto
ZIVd) < {a+bVd | a,b € Z}

é um subanel de C: este conjunto é claramente fechado por soma e subtracao e
também por produto, ja que

(al + bl\/a)(CLQ + bQ\/a) = (alag + blbgd) + (a1b2 + agbl)\/g.

Como no caso dos inteiros de Gaufl e Eisenstein, podemos tentar estender o
estudo de propriedades aritméticas a este anel também. Alguns conceitos se
estendem de forma imediata. Por exemplo, podemos definir divisibilidade da
maneira usual: dados «, 8 € Z[V/d],

o | B <= existe vy € Z[Vd] tal que 8 = .
Da mesma forma, definimos a relacao de congruéncia
a=f (modd) <= |a—-p

e o anel quociente Z[/d]/(8), cujos elementos sdo as classes de congruéncia
modulo §. Por exemplo, temos a seguinte generalizagao do pequeno teorema de
Fermat:

Teorema 10. Seja p € Z um niamero primo tal que p # 2 e p t d. Para todo
elemento o € Z[V/d),

o =a (mod p).

Demonstracio. Escrevendo a = a + bv/d com a,b € Z, temos

of = (a+bVdP = <p> PRVA) = aP + (V)P (mod p)

0<i<p

pois p | (’Z) para i =1,2,...,p — 1. Porém, pelo pequeno teorema de Fermat,
pla? —aep|b” —bem Z (e portanto em Z[v/d] também). Assim,

o =a+b-(Vd)P (mod p).
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Elevando novamente a p, obtemos portanto
o =a+b- (P~ P+HD/2\/d (mod p).

Como p # 2 e ptd, temos que (p + 1)/2 é inteiro e pelo pequeno teorema de
Fermat (dP~1)Pt1)/2 =1 (mod p). Assim, a?’ = o (mod p). O

Se n é um inteiro positivo, temos que o anel Z[+/d]/(n) possui n? elementos:
ZIVd) ) (n) = {a+b\/21| a,b=0,1,2...,n— 1}.

A seguinte proposigao fornece um critério para decidir quando este anel é um
Corpo:

Proposicao 11. Seja p um primo tal que p { d. Entdo Z[\/d]/(p) € um corpo
(com p? elementos) se, e somente se, (g) =—1.

Demonstragao. Suponha inicialmente que (%) = —lesejaa+bvd #0 (mod p),
a,b € Z, ou seja, ou a ou b ndo é divisivel por p. Temos que a? — b%d é invertivel
médulo p: isto é claro se b = 0 (mod p) (pois neste caso a Z 0 (mod p)); e
se b # 0 (mod p) entdo a? — b*d = 0 (mod p) = (%)* = d (mod p), o que
contradiz (%) = —1. Logo

a—bvd

mostra que a + bv/d também é invertivel médulo p, logo Z[v/d]/(p) é corpo.
Reciprocamente, se (g) =1lea?=d (mod p), a € Z, entdo a + vd mod p

seriam nao nulos em Z[v/d]/(p) mas nao teriam inversos pois

(a+Vd)(a—Vd) =0 (mod p).

Quando d =1 (mod 4), podemos definir também o subanel de C

1 d 1 d
Z[LEV e f oy LV e )
2 2
que é claramente fechado por soma e subtracdao, mas também produto: note

1+Vd
2

que 0 = satisfaz a equacao monica com coeficientes inteiros

1-d d—1
02—9+—4 =0 < 92:0+—4

de modo que

d—1
(a1 + b10)(az + b2b) = (a1a2 + b1bo - T) + (a1ba + az2by + biba) - 6.

Exemplo 12. Seja F,, o n-ésimo numero de Fibonacci e p # 5 um numero
primo. Mostre que p | Fj2_.
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SoLUGAO: O resultado é claro para p = 2, logo podemos assumir que p # 2, 5.
Sejam o = 1+T\/5 e f = 1_2—‘/5 = 1 — « as raizes do polinémio 2
Trabalhando no anel Z[a], basta mostrar que

—x — 1.

aP’~1 _ pr*-1
a—p

pois se Fj,2_; é miiltiplo de p em Z[a], entdo Fj2_; é miltiplo de p em Z: se
a,b € Z sdo tais que Fj2_; = p-(a+ba), entdo b =0 e F2_; = pa pois 1 e a sdo

Fp2—1 ==

0 (mod p)

linearmente independentes sobre Q (i.e., a ¢ Q). Note ainda que o — 3 = /5
é invertivel médulo p pois (v/5)2?~1) = 1 (mod p) pelo pequeno teorema de
Fermat. Assim, o problema se resume a mostrar que

o1 = gl (mod p).

Mas como na demonstracao do teorema anterior, aplicando o fato de que
(z +y)? = 2P + y? (mod p) e o pequeno teorema de Fermat (p # 2,5 por
hipétese), obtemos

2:1;02_1_(\/5)172 2 1—|—\/5

p - —
ol = 5 (mod p) <= of = 5 a (mod p).
Como o é invertivel em Z[a] (8 = —1), obtemos portanto a?” 1 =1 (mod p).
Analogamente, ﬁpz_l =1 (mod p), o que completa a prova. O

3 Sequéncias Recorrentes e Testes de Primalidade

Nesta secao veremos aplicacoes de certas sequéncias recorrentes lineares a
testes de primalidade.
Suponha dados inteiros n > 1, P e Q tais que D = P? — 4Q ndo é um
quadrado perfeito. Seja
Lo Pt vD

2
raiz da equacao X2 — PX +Q = 0. E f4cil provar por inducao que

am_VerUm\/ﬁ
=

para todo natural m onde U, e V,;, sao definidos recursivamente por

Up =0, Uy =1, Un+2 = PUpy1 — QU
Vo =2, Vi =P, Va2 = PVip1 — QVp.

Tais sequéncias sao denominadas sequéncias de Lucas. Se

P—+D
2

o =
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é a segunda raiz da equacdo X2 — PX + Q = 0, podemos também escrever

m —m
a™ - .
Up=—~—"  V,=am+a",

VD

como se demonstra facilmente por inducao. Segue destas féormulas que

PU, +Vny DU, + PV,

Usm = UnVin,  Vam = V2 —2Q™.

Estas formulas nos permitem calcular U,, e V,, mdédulo n em

C'log m operagoes (para alguma constante positiva C'): escrevemosm = ) a; 2"
0<i<M
com a; € {0, 1}, definimos
my = § @iy M k2"
0<i<k
e calculamos sucessivamente Uy, Vings -+ o3 Uy Vings -+ Umyy = Uy Vg, =

Vin.

Lembramos (proposicao [II) que se p > 2 é primo e d nao é um quadrado
médulo p entdo K = Z[/d]/(p) é um corpo com p? elementos. Além disso, em
K temos pela férmula do bindmio que

(a+b)P =aP +b° a,be K
ja que p divide todos os coeficientes binomiais (I;) com 0 < 7 <p.

Proposicdo 13. Se n € primo e D ndo é um quadrado médulo n entdo o™ =&

em K = Z[\/D]/(n).

Demonstrag¢ao. Temos em K

R DY2/D P-+D

2n 5 ©
pois P"=P (mod n), 2"=2 (mod n) e D""YV/2=(2)= — 1 (mod n). O
Analogamente, temos &@" = o em K. Assim, ainda em K, o"t! =@t =

aa. Segue da férmula para U, que U,y; = 0 (mod n). Proclamamos este
resultado como uma proposicgao:

Proposicao 14. Se n € primo impar, (%) = —1 e as sequéncias Uy, e V,, sdo
definidas pelas recorréncias

Up =0, Uy =1, Un+2 = PUpy1 — QUpp,
Vo =2, Vi =P, Vit = PVip1 — QVp.

entdo Upy1 =0 (mod n).

Demonstragdo. Acima. O
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Esta proposicao nos d4 mais um algoritmo para testar a primalidade de n.

Proposigcao 15. Sen # 2 € primo, nt Q, n{1 D e D € quadrado médulo n entao
Un—1 =0 (mod n).

Demonstra¢io. No anel K = Z[v/D]/(n), 2 é invertivel, assim como D e v/D.
Em K temos, portanto,

w_PrtDTVD _P+VD _
— - -

donde o ! = 1 em K (pois a é invertivel em K: de fato, aa = @Q, que é
invertivel em K). Do mesmo modo, @" ! = 1 em K e portanto temos, em K,

Un— - = anfl _anfl — 0’
1 \/E( )

ou seja, Up—1 =0 (mod n). O
Em suma, se n # 2 é primo, n 1 @, n{ D entao Un_(g) é multiplo de n, o que
se deve ao fato de o™ ser igual a @ se m =n — (%) no anel K = Z[vD]/(n).
Observemos agora que se o™ = @”" em K entdo existe um inteiro r tal que
am=a"+nrvD

a™m—gm

pois 7D € Z. Vamos usar este fato para mostrar por inducao o seguinte

resultado.

Proposigcao 16. Sen # 2 é primo, nt Q ent D entdo, para todo natural k > 1,

U,ni—1 € mailtiplo de n*, onde m = n — (%)
~ . ~ mk—1 . k—1
Demonstra¢ao. Vamos supor, por inducao, que o™ =amn + nkrk\/ﬁ,

r, € Z. Elevando os dois lados da equacao a n-ésima poténcia temos

k

O[m.n _ (am,nk—l 4 nkrk\/ﬁ)n — amnk + nk+17“k+1\/5

onde 7341 pertence a Z[v/D] por um lado, e por outro n**lr 1 = U,, x é um

inteiro, o que implica que r,1 € QNZ[V D], e portanto é inteiro, o que conclui
a prova da afirmacgao, que equivale ao enunciado. ]

Proposicao 17. Seja r > 1 com mdc(r,Q) = 1. Se
A, ={k e N* | Uy € maltiplo de r}

é nao vazio entao existe a € N* tal que r | Uy se, e somente se, a | k. Tal a
serd denotado por ord, U.

Demonstragao. Observemos inicialmente que para todo m,n € N, n # 0 temos
Unm+tn = UnUp+1—QU,—1U,, . De fato, considerando m fixo e n varidvel, os dois
lados da igualdade satisfazem a mesma recorréncia de segunda ordem Xj o =
PXii1 — QXg, Vk € N, e temos, paran = 0, Uy = Uy, - Uy — QUp—1 - Up
(pois Uy =1eUy=0), e param=1, Upy1 = Uy, - Uy — QUp—1 - Uy (pois
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Ups=P,U; =1eUps1 = PUp, —QU,—1), 0 que implica a igualdade para todo
n € N.

Como consequéncia, se r | Uy, e r | Uy, entao v | Uyqypn - Por outro lado,
ser | U er | Us com { < s entdo, como (fazendo m = ¢, n = s — {)
Us = UpUs_yp41—QUy_1Uq_y temos que 7 divide QUy—_1Us_y, mas mde(Q,r) = 1
e mdc(Uy—_1,Uy) divide Q1 (o que pode ser facilmente provado por indugao a
partir de Upy1 = PUy — QUy—1), donde mdc(r,Uy—1) também é igual a 1, logo
7| Us—g. Assim, myn € A, = m+ne€ A,el,sc A, l <s=s—lcA,
o que implica que A, é da forma descrita, com a = min A, (de fato, se existe
k € A, que nao seja multiplo de a, existiriam b e ¢ naturais com k = ab + ¢,
0O<c<a,mask € A, e, como a € A, ab € A,, logo ¢ = k — ab pertenceria a
A,, contradizendo a definigao de a). O

Observacdo 18. Se mdc(r, Q) > 1 e mdce(d, D) =1 entdo Uy, nao serd maltiplo
de r para nenhum k > 1.

De fato, seja q um fator primo de mdc(r,Q) > 1. Temos q t P, caso
contrdrio q | P?> —4Q = D, contradicdo. De Up,io = PUpy1 — QU,y,, Vm > 0,
e de Uy = 1, seque que U, = P*~! (mod q),Vk > 1, e, como ¢t P, seque que
q1 Uk, Vk > 1, donde r 1 Uy, Vk > 1.

A seguinte proposicao, devida a Morrison, é andloga ao resultado de Poc-
klington:

Proposicao 19. Seja N > 1 um inteiro impar e N + 1 = FR. Se existe
um inteiro d primo com N tal que para todo fator primo r de F existe uma
sequéncia de Lucas U(T) associada a inteiros P, Q") e um inteiro m") primo
com N com D) = (P2 —4Q") = d(m())? (mod N) tal que N | U](\er e
mdc(U&,N) =1 entdo cada fator primo { de N satisfaz { = (%) (mod F).

Demonstragdo. Se F' = r?lrg‘Q ...T3* é a fatoragdo canonica de F entdo ordy U |

N + 1 paral <i<k. Se éum fator primo de N também temos ord, U(") |
N + 1. Como mdc(N, Ug\ﬁl) = 1 segue que £ 1 UN+1, donde ord, U?) § & NH , €

portanto " divide ord, U (r4) para 1 <i < k. Por outro lado, ord, U4 divide

l— (%) (note que, pela observacio acima, £ 1 Q(")), donde rit divide £ — ( e) para
1<i<k = Fdivide (- (%) = (= (%) (mod F). O

Corolario 20. Nas condigdes da proposicao, se F > R entao N € primo.

Demonstracao. Qualquer fator primo de N deve ser congruente a 1 ou a —1
moédulo F, mas, se N é composto, deve ter um fator primo menor ou igual
a sua raiz quadrada que deve, pois, ser igual a F' — 1 Como F > \/N +1

F2
serlgualaF—l,eterlamosN (F-1)2= N+1=F?-2F+2, que s6
seria multiplo de F' se F fosse igual a 2, e F' — 1 igual a 1, absurdo. O

Proposicéo 21. Sejan > 1 um inteiro impar. Se para todo fator primo r de n+1
existem P, Q) inteiros com mde(D™),n) = 1 onde D) = (P(M)2 — 4Q)
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tais que a sequéncia de Lucas associada (U,ir)) satisfaz U,S:Zl =0 (mod n) e

mdc(U&,n) =1 entao n € primo.

Demonstragao. Seja ¢ um fator primo de n. Para cada fator primo r de n + 1
temos que U72721 =0 (mod ¢) e U& # 0 (mod ¢). Assim, se %" é a maior

poténcia de r que divide n + 1, entao r® divide ¢ — (#), como acima. Em

particular, 7" divide £2 —1 = (¢ — 1)(¢ + 1), donde n + 1 divide £2 — 1. Assim,
> —1>mn+1donde £ > \/n, o que implica na primalidade de n pois n nao
tem nenhum fator primo menor ou igual a sua raiz quadrada. O

Vamos agora dar uma prova do critério de Lucas-Lehmer usando os resul-
tados anteriores.

Lembramos que o critério de Lucas-Lehmer, a base dos algoritmos que tes-
tam para grandes valores de p se 2P — 1 é ou nao primo, é o seguinte

Teorema 22. Seja Sy, a sequéncia definida por Sy = 4, Sk11 = S,% — 2 para todo
natural k. Sejan > 2; M, = 2" —1 € primo se, e somente se, S,_o € multiplo
de M,.

Demonstracao. A sequéncia de Lucas associada a P = 2, Q = —2, é dada pela
férmula Uy, = ﬁ((l +v/3)F — (1 —+/3)F). Temos (1++/3)* = % +UiV/3, onde
Vi = (1 +/3)F 4+ (1 — v/3)k. Além disso, Uy, = UiV}, para todo k € N.

Para r > 1 temos

Vor = (1+V3)7 +(1-v3)? = (4 +2v3)* ' +(4—-2v3)>"
_ 221"—1 ((2 n \/§)2r—1 n (2 B \/5)27"—1) _ 227”—157”71

(onde Sg = 4, Spr1 = S2, -2, ¥Ym € N). Sen > 2e M, = 2" — 1 divide

Sp—2 entao M,, divide Von-1, logo também divide Uy, +1 = Uan = Ugn—1Von-1,

e, como Unyy1 = Ugn-1, e V2 — 12U7 = 4(=2), segue que V2, — 12U2, , =

2
22" 742 o se algum fator de M, divide Uy i1, divide também 22" 2 logo é
2

igual a 1. Assim, pela proposi¢ao anterior, M,, é primo (note que, de VZQ,L_1 —

1202, , = 22" 72 ¢ de M, | Van—1 segue que mde(M,,, D) = mdce(M,,12) = 1).
Por outro lado, se M,, é primo, como D = 12, (]\%) = (Min) = —(%) =-1

(j& sabemos que n deve ser um primo impar), logo M,, divide Uyps, +1 = Usn, e,

como

277,71 Mnp+1

Vi1 = Van +2(=2) =Von+2-2"2

Mp—1

2

M,
pois 2 = 27+ = (2"37)2 (mod M,,). Temos Van = (1+v/3)2" +(1—/3)%" = (1+
VML (1—+/3)Mnt que é igual a (1—-v/3)(14+v/3)+(1+V3)(1-v3) = —4
em K = Z[V/3]/(M,,) (pois (Min) = —1) donde V3,_; = Von +4 =0 (mod M,) e
portanto M, | Von—1 = 22"_25'”_2. Assim, M, divide S,_2, 0 que conclui nossa
demonstracao do critério de Lucas-Lehmer. O
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Se N é um primo fmpar e d no é quadrado médulo N, entdo K = Z[v/d]/(N)
é um corpo finito com N? elementos e portanto existem inteiros a e b tais que
& = a + bv/d é uma raiz primitiva de K. Sejam T = a — bv/d e, para m € N,
Un = (2™ —=T™)/2bV/d. Temos Uy = 0, Uy = 1 e Uppyo = 2aUp 11— (a®—db?*)U,,
para todo m € N. Temos ainda b # 0 em K, sendo x pertenceria a Z/(M) C K
e ordg x dividiria N — 1. Assim, b e Vd sao invertiveis em K e, se P = 2a,
Q = a® — db? entdio D = P? — 4Q = 4db? satisfaz (%) = —1. Pela proposi-
¢ao[ld Uns1 =0 (mod N). Por outro lado, se m é menor que N + 1, caso N
divida Uy, terfamos 2™ = 7™ em K, donde terfamos em K, (z/z)™ = 1. Pela
proposicao I3, 7 = =, logo zV-Y™ = 1 absurdo, pois ordgz = N2 — 1 =
(N-1)(N+1)>(N—1)m. Assim, ordy U = N + 1. Isto fornece reciprocas
para varios resultados desta secao.

Problemas Propostos

Problema 23 (Lucas-Lehmer-Riesel). Sejam a e M, , = a-2" — 1 nimeros
primos com 6 tais que 2" > a. Definimos recursivamente a sequéncia {Sj}
onde Sop = (2+V3)* + (2—V3)* e Sj11 = 532 — 2. Mostre que M, o € primo
se, e somente se, Sp_o € divisivel por My 4.

Dicas e Solugoes

Em breve
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