
2 1 CONGRU^ENCIAS IExemplo 4. Cal
ule o resto de 4100 por 5.Como 4 � �1 (mod 5), temos 4100 � (�1)100 = 1 (mod 5).Exemplo 5. Cal
ule o resto de 4100 por 7.Vo
^e deve ter per
ebido que en
ontrar rela�
~oes do tipo a � �1 (modm)podem simpli�
ar bastante o 
�al
ulo de ak (mod m). Pro
uremos al-guma rela�
~ao 
omo essa para 4 e 7. Veja que:40 � 1 (mod 7); 41 � 4 (mod 7); 42 � 2 (mod 7); 43 � 1 (mod 7):Assim, 499 = (43)33 � 133 = 1 (mod 7):Como 43 � 1 (mod 7), os restos das pot^en
ias de 4 na divis~ao por 7 serepetem periodi
amente de 3 em 3 pois 43k+r � 43k � 4r � 4r (mod 7).Exemplo 6. Qual o resto de 3636 + 4141 na divis~ao por 77?Ini
ialmente devemos per
eber que existe uma rela�
~ao entre os n�umerosdo problema: 36 + 41 = 77. Assim:�36 � 41 (mod 77);(�36)41 � 4141 (mod 77);3636(1� 365) � 3636 + 4141 (mod 77):Nosso pr�oximo passo �e en
ontrar o resto de 365 na divis~ao por 77.Como 36 � 1 (mod 7), 365 � 1 (mod 7). Al�em disso, 36 �3 (mod 11) produzindo 365 � 35 � 1 (mod 11). Como md
(7; 11) =1 e ambos dividem 365� 1, podemos 
on
luir que 77j365� 1. Logo,3636 + 4141 deixa resto 0 na divis~ao por 77.Exemplo 7. Prove que p2 � 1 �e divis��vel por 24 se p �e um primomaior que 3.
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11 Congru^en
ias IDe�ni�
~ao 1. Dizemos que os inteiros a e b s~ao 
ongrentes m�odulom se eles deixam o mesmo resto quando divididos por m. Denotare-mos isso por a � b (mod m).Por exemplo, 7 � 2 (mod 5), 9 � 3 (mod 6), 37 � 7 (mod 10) mas5 6= 3 (mod 4). Veja que a � b (mod m) se, e somente se, mja� b.Teorema 2. Se a � b (mod m) e 
 � d (mod m), ent~ao:i) a+ 
 � b+ d (mod m)ii) a� 
 � b� d (mod m)iii) ka � kb (mod m)8k 2 Ziv) a
 � bd (mod m)v) ak � bk (mod m)8k 2 Nvi) Se md
(k;m) = d, ent~ao ka � kb (mod m), a � b (mod m=d)Demonstra�
~ao. Sejam q1 e q2 tais que:a� b = q1m
� d = q2mEnt~ao, (a+ 
)� (b+ d) = (q1 + q2)m. Logo, a+ 
 e b+ d deixamo mesmo resto por m e 
onsequentemente a + 
 � b + d (mod m).Usando que a � b (mod a)k � bk e que mja � b, 
on
lu��mos quem (mod a)k � bk. Os demais itens ser~ao deixados para o leitor.Em termos pr�ati
os, podemos realizar quase todas as opera�
~oes ele-mentares envolvendo igualdade de inteiros. Uma das diferen�
as 
ru-
iais �e a opera�
~ao de divis~ao 
omo mostra o �ultimo item do teoremaanterior.Exemplo 3. Cal
ule o resto de 4100 por 3.Como 4 � 1 (mod 3), temos 4100 � 1100 = 1 (mod 3).



6 1 CONGRU^ENCIAS IProblema 22. Prove que n3 + 2 n~ao �e divis��vel por 9 para nenhumn inteiro.Problema 23. Prove que p2 � q2 �e divis��vel por 24 se p e q s~aoprimos maiores que 3.Problema 24. Prove que se 2n+1 e 3n+1 s~ao ambos quadradosperfeitos, ent~ao n �e divis��vel por 40.Problema 25. Se n �e ��mpar, prove que 7j22n+1 + 3n+2.Problema 26. Seja d(n) a soma dos d��gitos de n. Suponha quen+ d(n) + d(d(n)) = 1995. Quais os poss��veis restos da divis~ao de npor 9?Problema 27. Prove que n~ao existem inteiros positivos x1, x2, . . . ,x14 tais que:
x41 + x42 + : : : + x414 = 1599:Problema 28. Es
reva uma �uni
a 
ongru^en
ia que �e equivalente aopar de 
ongru^en
ias x � 1 (mod 4) e x � 2 (mod 3).Problema 29. Prove que 2015 � 1 �e divis��vel por 11 � 31 � 61Problema 30. (Alemanha 1997) Determine todos os primos p paraos quais o sistema p+ 1 = 2x2p2 + 1 = 2y2tem uma solu�
~ao nos inteiros x, y.Problema 31. Mostre que se n divide um n�umero de Fibona

ient~ao ele dividir�a uma in�nidade.

3Se p �e um primo maior que 3, p � �1 (mod 3) e p � 1 (mod 2).Da��, p2 � 1 (mod 3). Al�em disso, se p = 2k + 1, segue que p2 =4k(k+1)+1 � 1 (mod 8) pois k(k+1) �e par. Como md
(8; 3) = 1e ambos dividem p2 � 1, segue que 24jp2 � 1.Exemplo 8. (OCM-2001) A
har o menor natural n tal que 2001 �ea soma dos quadrados de n inteirosPodemos 
on
luir da solu�
~ao do problema anterior que todo todo in-teiro ��mpar ao quadrado deixa resto 1 por 8. Usemos isso para estimaro valor de n. Sejam x1, x2, . . . , xn inteiros ��mpares tais que:x21 + x22 + : : : x2n = 2001:Analisando a 
ongru^en
ia m�odulo 8, obtemos:x21 + x22 + : : : x2n = 2001 (mod 8)1 + 1 + : : : + 1 � 1 (mod 8)n � 1 (mod 8)Como 2001 n~ao �e quadrado perfeito, n~ao podemos ter n = 1. Opr�oximo 
andidado para n seria 1+8 = 9. Se exibirmos um exemplopara n = 9, teremos a
hado o valor m��nimo. Veja que:2001 = 432 + 112 + 52 + 12 + 12 + 12 + 12 + 12 + 12:Exemplo 9. (IMO) Seja s(n) a soma dos d��gitos de n. Se N =44444444, A = s(N) e B = s(A). Quanto vale s(B)?Pelo 
rit�erio de divisibilidade por 9, N � A � B (mod 9). Ini
ial-mente 
al
ulemos o resto de N por 9. Como 4444 � 16 � 7 (mod 9),pre
isamos en
ontrar 74444 (mod 9). Seguindo os m�etodos dos primei-ros exemplos, seria interessante en
ontrarmos um inteiro r tal que7r � �1 (mod 9). O menor inteiro positivo 
om essa propriedade �er = 3. Como 4444 = 1481 � 3 + 1, temos:



4 1 CONGRU^ENCIAS I

74444 � 71481�3+1 � (73)1481 � 7 � 7 (mod 9):Nosso pr�oximo passo �e estimar o valor de s(B). Como N = 44444444 <105�4444, A = s(N) � 5 � 4444 � 9 = 199980. Al�em disso, B = s(A) �1 + 9 � 5 = 46 e s(B) � 12. O �uni
o inteiro menor ou igual a 12 
omresto 7 por 9 �e o pr�oprio 7, da�� s(B) = 7.Exemplo 10. Prove que 11n+2 + 122n+1 �e divis��vel por 133 paraqualquer natural n.Duas rela�
~oes que podemos extrair dos n�umeros envolvidos s~ao: 144�11 = 133 e 133� 12 = 121. Assim:144 � 11 (mod 133);122 � 11 (mod 133);122n � 11n (mod 133);122n+1 � 11n � 12 (mod 133);122n+1 � 11n � (�121) + 133 � 11n (mod 133);122n+1 � �11n+2 (mod 133):Exemplo 11. Prove que n5 + 4n �e divis��vel por 5 para todo inteironIni
ialmente note que n5 + 4n = n(n4 + 4). Se n � 0 (mod 5), n~aoh�a o que fazer. Se n � �1 (mod 5), n4 + 4 � 1 + 4 = 0 (mod 5).Finalmente, se n � �2 (mod 5), n2 � 4 � �1 (mod 5) e 
onsequen-temente n4 + 4 � 1 + 4 = 0 (mod 5).Exemplo 12. Seja n > 6 um inteiro positivo tal que n�1 e n+1s~ao primos. Mostre que n2(n2 + 16) �e divis��vel por 720. A re
��pro
a�e verdadeira?Veja que n �e da forma 6k, pois n� 1 e n+ 1 s~ao primos maioresque 3, portanto da forma 6k � 1 e 6k + 1, respe
tivamente. Logo,

1.1 Problemas Propostos 5

n2(n2 + 16) = 144(9k4 + 4k2):Resta provar que 9k4 + 4k2 �e um m�ultiplo de 5. Vamos analisar aigualdade a
ima m�odulo 5.i) Se k � 0, 2 ou 3 (mod 5), temos 9k4 + 4k2 � 0 (mod 5);ii) Se k � 1 (mod 5) ) n � 1 (mod 5), temos n � 1 � 0 (mod 5),um absurdo;iii) Se k � 4 (mod 5) ) n � 4 (mod 5), temos n + 1 � 0 (mod 5),novamente um absurdo.Isso 
on
lui a demonstra�
~ao. A re
��pro
a n~ao �e verdadeira. Bastatomar, por exemplo, n = 90.1.1 Problemas PropostosProblema 13. Determine o resto de 220 � 1 na divis~ao por 41.Problema 14. Qual o resto de 12000 + 22000 + : : : + 20002000 nadivis~ao por 7?Problema 15. Qual o resto na divis~ao de 270 + 370 por 13?Problema 16. Qual o resto de 3200 por 100?Problema 17. (Est^onia 2000) Determine todos os poss��veis restos dadivis~ao do quadrado de um n�umero primo 
omo 120 por 120.Problema 18. Qual o �ultimo d��gito de 777777?Exemplo 19. Prove que 22225555 + 55552222 �e divis��vel por 7.Problema 20. Prove que o n�umero n3 + 2n �e divis��vel por 3 paratodo natural n.Problema 21. Prove que n2 + 1 n~ao �e divis��vel por 3 para nenhumn inteiro.
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p2 + 1 = 2(p� x)2 = 2p2 � 4px+ p+ 1;de modo que p = 4x� 1, 2x2 = 4x. Podemos 
on
luir que x �e 0 ou2 e que a �uni
a possibilidade para p �e p = 7.31. Em virtude da f�ormula re
ursiva da sequ^en
ia de Fibona

i, �eposs��vel mostrarmos que os restos de seus termos na divis~ao por qual-quer n�umero formam uma sequ^en
ia peri�odi
a.1.3 Refer^en
iasRefer^en
ias[1℄ E. Carneiro, O. Campos and F. Paiva, Olimp��adas Cearenses deMatem�ati
a 1981-2005 (N��veis J�unior e Senior), Ed. Real
e, 2005.[2℄ S. B. Feitosa, B. Holanda, Y. Lima and C. T. Magalh~aes, Treina-mento Cone Sul 2008. Fortaleza, Ed. Real
e, 2010.[3℄ D. Fomin, A. Kiri
henko, Leningrad Mathemati
al Olympiads1987-1991, MathPro Press, Westford, MA, 1994.[4℄ D. Fomin, S. Genkin and I. Itenberg, Mathemati
al Cir
les,Mathemati
al Words, Vol. 7, Ameri
an Mathemati
al So
iety,Boston, MA, 1966.[5℄ I. Niven, H. S. Zu
kerman, and H. L. Montgomery, An Introdu
-tion to the Theory of Numbers.

1.2 Di
as e Solu�
~oes 71.2 Di
as e Solu�
~oes13. Veja que 25 = 32 � �9 (mod 41))210 � 81 � �1 (mod 42))220 � 1 (mod 41):Assim, o resto pro
urado �e zero.14. Como i2000 � (i+7k)2000 (mod 7), podemos simpli�
ar o problema
al
ulando primeiramente o valor de:12000 + 22000 + 32000 + 42000 + 52000 + 62000 + 72000 (mod 7):Outra observa�
~ao importante que simpli�
ar�a o 
�al
ulo �e per
eber que23 � 1 (mod 7). Assim,23k � 1 (mod 7); 23k+1 � 2 (mod 7); e 23k+2 � 4 (mod 7):Usando isso e o fato de que 2000 �e par, temos:12000 +22000 + 32000 + 42000+52000 + 62000 + 72000 �12000 +22000 + (�4)2000 + 42000+(�2)2000 + (�1)2000 + 02000 �� 1 + 4 + 2 + 2 + 4 + 1 + 0� 0 (mod 7):Dentre os primeiros 2000 naturais 
onse
utivos, podemos formar 285grupos de 7 n�umeros 
onse
utivos 
uja soma �e m�ultipla de 7, em vir-tude da soma anterior. Os 
in
o n�umeros restantes possuem 
omoresto na divis~ao por 7 o n�umero:
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19962000 +19972000 + 19982000+19992000 + 20002000 � 1 + 4 + 2 + 2 + 4� 6 (mod 7):Assim, o resto da soma na divis~ao por 7 �e 6.15. Ini
ialmente �e interessante bus
armos alguma rela�
~ao entre osn�umeros envolvidos no problema. Como 13 = 4+9, podemos es
rever:9 � �4 (mod 13) )935 � (�4)35 (mod 13) )370 + 270 � 0 (mod 13):17. Use a fatora�
~ao 120 = 3 � 5 � 23 e analise a 
ongru^en
ia m�odulo3, 5 e 8 separadamente.18. Se n n~ao �e m�ultiplo de 3, sabemos que n2 � 1 (mod 3). Assimn2 + 2 � 0 (mod 3). Se n �e m�ultiplo de 3, n � 0 (mod 3). Emqualquer 
aso, n(n2 + 2) � 0 (mod 3).19. Basta repetir a an�alise do problema anterior20. Podemos montar uma tabela de 
ongru^en
ias na divis~ao por 9:n 0 1 2 3 4 5 6 7 8n3 0 1 8 0 1 8 0 1 8Como nenhum 
ubo perfeito diexa resto 7 na divis~ao por 9, n3 + 2 6=0 (mod 9).23. Pro
eda 
omo no exemplo 7.25. 22n+1 + 3n+2 � 4n � 2 + 3n � 9� (�3)n � 2 + 3n � 2� 0 (mod 7):

1.2 Di
as e Solu�
~oes 926. Seja r o resto na divis~ao por 9 de n. Pelo 
rit�erio de divisibilidadepor 9, temos: n+ d(n) + d(d(n)) � 3r � 1995 (mod 9):Assim, r � 2 (mod 3) (Pela propriedade vi do teorema 2). Al�emdisso, n � 1995 )d(n) � 27 = d(1989) )d(d(n)) � 10 = d(19):Consequentemente, n � 1995 � d(n) � d(d(n)) � 1958. Basta pro-
urarmos nos 
onjunto f1958, 1959, . . . , 1995g os inteiros que deixamresto 2 por 3 e que satisfazem a equa�
~ao do problema. Nesse 
onjunto,apena o inteiro 1967 
umpre essas 
ondi�
~oes.27. Estudando a 
ongru^en
ia m�odulo 16, podemos mostrar que x4 �0 ou 1 (mod 16). Assim, a somax41 + x42 + : : : + x414�e 
ongruente a um dos n�umeros do 
onjunto f0, 1, . . . , 14g m�odulo 16enquanto que 1599 � 15 (mod 16). Um absurdo.28. x � 5 (mod 12).30. Suponha sem perda de generalidade que x, y � 0. Como p+ 1�e par, p 6= 2. Al�em disso,2x2 � 1 � 2y2 (mod p)e 
onsequentente, usando que p �e ��mpar, x � �y (mod p). Comox < y < p, temos


