
2 1 N�UMEROS PRIMOS, MDC E MMCExemplo 5. (Torneio das Cidades) Existe um bloo de 1000 inteirosonseutivos ontendo apenas um primo?Para ada bloo de 1000 n�umeros onseutivos, ontemos sua quan-tidade de n�umeros primos. Por exemplo, no bloo 1, 2, 3, . . . , 1000,temos 168 n�umeros primos (mas s�o usaremos o fato de que existemmais de dois primos nesse bloo). Comparando os bloos onseutivosk+1, k+2, . . . , k+1000 e k+2, k+3, . . . , k+1001, ou o n�umero den�umeros primos aumenta em uma unidade, ou �a onstante ou dimi-nui em uma unidade. Analisando todos os bloos onseutivos desde1, 2, . . . , 1000 at�e 1001! + 2, 1001! + 3, . . . , 1001! + 1001, o n�umerode n�umeros primos deve ser igual �a 1 em algum deles. Para ver isso,usaremos um argumento de ontinuidade disreta: Come�ando omo n�umero 168 e realizando altera�~oes de no m�aximo uma unidade naquantidade de primos em ada bloo, para hegarmos no n�umero 0,neessariamente deveremos passar pelo n�umero 1 em algum momento.Relembremos um importante resultado da aula passada:Teorema 6. (Bahet-B�ezout) Se d = md(a; b), ent~ao existem inteirosx e y tais que ax+ by = d.Proposi�~ao 7. Sejam a, b e  inteiros positivos om ajb emd(a; b) =1. Ent~ao, aj.Demonstra�~ao. Pelo teorema anterior, existem x e y inteiros tais queax + by = 1. Assim, ax + by = . Como ajax e ajby, podemosonluir que aj.Em partiular, se p �e um n�umero primo e pjab, ent~ao pja ou pjb.Podemos usar esse fato para garantir a uniidade em nosso primeiroteorema, obtendo o importante:Teorema 8. (Teorema Fundamental da Aritm�etia) A fatora�~ao dequalquer inteiro n > 1, em fatores primos, �e �unia a menos da ordemdos fatores.Exemplo 9. (R�ussia 1995) �E poss��vel oloarmos 1995 n�umeros natu-
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11 N�umeros Primos, MDC e MMC

De�ni�~ao 1. Um inteiro p > 1 �e hamado n�umero primo se n~aopossui um divisor d satisfazendo 1 < d < p. Se um inteiro a > 1 n~ao �eprimo, ele �e hamado de n�umero omposto. Um inteiro m �e hamadode omposto se jmj n~ao �e primo.O pr�oximo teorema nos diz que os primos s~ao as \pe�as" fundamentaisdos n�umeros inteiros:Teorema 2. Todo inteiro n, maior que 1, pode ser expresso omo oproduto de n�umero primo.Demonstra�~ao. Se o inteiro n �e um primo, ent~ao ele mesmo �e o produtode um �unio fator primo. Se o inteiro n n~ao �e primo, existe umadeomposi�~ao do tipo: n = n1n2 om 1 < n1 < n e 1 < n2 < n.Repetindo o argumento para n1 e n2, podemos esrever n omo oproduto de primos ou podemos obter parelas menores esrevendo nomo um produto de naturais. Como n~ao existe uma suess~ao in�nitade naturais ada vez menores, ap�os um n�umero �nito de opera�~oesdesse tipo, poderemos esrever n omo um produto de n�umeros primos.Quantos n�umeros primos existem?Teorema 3. (Eulides) Existem in�nitos n�umeros primos.Demonstra�~ao. Suponha, por absurdo, que exita apenas uma quan-tidade �nita de primos: p1, p2, . . . , pn. Considere o n�umero X =p1p2 : : : pn + 1. Pelo teorema anterior, esse n�umero deve ser o pro-duto de alguns elementos do onjunto de todos os n�umeros primos.Entretanto, nenhum dos primos pi divide X.Exemplo 4. Existe um bloo de 1000 inteiros onseutivos n~ao on-tendo nenhum primo?Sim. Um exemplo �e o onjunto 1001!+2, 1001!+3, . . . , 1001!+1001.Veja ij1001! + i para todo i = 2, 3, . . . , 1001.



6 1 N�UMEROS PRIMOS, MDC E MMCtemos o produto de pelo menos n inteiros primos entre si e onsequen-temente seus fatores primos s~ao distintos. Para ada termo (a2i + 1)2 ,temos um fator primo pi+1 diferente de 2. Da��, a2n � 1 possui pelomenos n+ 1 fatores primos distintos, a saber, f2; p1; p2; : : : ; png.Exemplo 19. (Rioplatense 1999) Sejam p1, p2, . . . , pk primos dis-tintos. Considere todos os inteiros positivos que utilizam apenas essesprimos (n~ao neessariamente todos) em sua fatora�~ao em n�umeros pri-mos, formando assim uma seq�u^enia in�nitaa1 < a2 < � � � < an < � � � :Demonstre que, para ada natural , existe um natural n tal quean+1 � an > :Suponha, por absurdo, que exista  > 0 tal que an+1�an � , 8n 2 N .Isso signi�a que as diferen�as entre os termos onseutivos de (an)n�1pertenem ao onjunto f1; 2; : : : ; g, logo s~ao �nitas. Sejam d1, d2,. . . , dr essas diferen�as. Seja �i o maior expoente de pi que apareena fatora�~ao de todos os dj.Considere ent~ao o n�umero M = p�1+11 p�2+12 � � � p�k+1k . �E laro queM pertene �a seq�u^enia, ou seja, M = an, para algum n. Vejamosquem ser�a an+1. Por hip�otese, existe i tal que an+1 � an = di. Comoan+1 > an, existe um primo pj que divide an+1 om expoente maiorou igual a �j + 1. Caso ontr�ario,an < an+1 < p�1+11 p�2+12 � � � p�k+1k = an;absurdo. Da��, p�j+1j jan ) p�j+1j jdi, novamente um absurdo, pela ma-ximalidade de �j .Logo, o onjunto de todas as diferen�as n~ao pode ser �nito e, portanto,dado qualquer  > 0, existe um natural n tal que an+1 � an > .

3rais ao redor de um ��rulo de modo que para quaisquer dois n�umerosvizinhos a raz~ao entre o maior e o menor seja um n�umero primo?N~ao, �e imposs��vel. Suponha, por absurdo, que isso seja poss��vel edenotemos por a0, a1, . . . , a1995 = a0 tais inteiros. Ent~ao, para k = 1,. . . , 1995, ak�1ak �e primo ou o inverso de um primo. Suponha que aprimeira situa�~ao oorra m vezes e a segunda oorra 1995 �m vezesentre esses quoientes. Como o produto de todos os n�umeros da formaak�1ak , para k = 1, . . . , 1995 �e igual �a 1, podemos onluir que o produtodem primos deve ser igual ao produto de 1995�m primos. Em virtudeda fatora�~ao �unia, m = 1995�m. Um absurdo pois 1995 �e ��mpar.Proposi�~ao 10. Se as fatora�~oes em primos de n e m s~ao:n = p�11 p�22 � � � p�kk ;m = p�11 p�22 � � � p�kk :Ent~ao, md(m;n) = p11 p22 . . . pkk e mm(m;n) = p�11 p�22 . . . p�kk , ondei �e o menor dentre f�i, �ig e �i �e o maior dentre f�i, �ig.Proposi�~ao 11. Se a e b s~ao inteiros positivos, mostre quemm(a; b)md(a; b) =ab.Demonstra�~ao. Basta usar a proposi�~ao anterior e observar que:maxfx; yg +minfx; yg = x+ y:Exemplo 12. (Torneio das Cidades 1998) �E poss��vel quemm(a; b) =mm(a+ ; b+ ) para algum onjunto fa; b; g de inteiros positivos?N~ao. Suponha que a +  e b +  possuem algum divisor primo p.Como pjmm(a + ; b + ), aso existam tais inteiros, devemos terque pjmm(a; b). Assim, usando que pelo menos um dentre a e b�e divis��vel por p podemos onluir que  tamb�em �e divis��vel por p.Ent~ao, podemos anelar o fator p:



4 1 N�UMEROS PRIMOS, MDC E MMC

mm�ap; bp� = mm(a; b)p = mm(a+ ; b+ )p = mm�a+ p ; b+ p �:Efetuando alguns anelamentos, podemos supor ent~ao que a +  eb+  n~ao possuem fatores primos em omum. Obtivemos um absurdopois: mm(a+ ; b+ ) = (a+ )(b+ ) > ab � mm(a; b):Exemplo 13. (OCM 2005) Determinar os inteiros n > 2 que s~aodivis��veis por todos os primos menores que n.Como md(n; n � 1) = 1, se n � 1 possui algum fator primo, ele n~aodividir�a n. Assim, n�1 < 2. Consequentemente n~ao existe tal inteiro.Exemplo 14. Mostre que n4 + n2 + 1 �e omposto para n > 1.Veja que n4 + n2 + 1 = n4 + 2n2 + 1 � n2 = (n2 + 1)2 � n2 = (n2 +n+1)(n2� n+1). Para n > 1, n2� n+1 = n(n� 1)+ 1 > 1 e assimn4 + n2 + 1 �e o produto de dois inteiros maiores que 1.Exemplo 15. Mostre que n4 + 4n �e omposto para todo n > 1.Se n �e par, ertamente o n�umero em quest~ao �e divis��vel por 4. Para oaso em que n �e impar, iremos usar a fatora�~ao:a4 + 4b4 = a4 + 4a2b2 + 4b4 � 4a2b2 = (a2 + 2b2)� 4b2b2= (a2 � 2ab+ 2b2)(a2 + 2ab+ 2b2):Para n da forma 4k+1, fa�a a = n e b = 4k. Para n da forma 4k+3,fa�a a = n e b = 22k+1.Exemplo 16. Se 2n+1 �e um primo ��mpar para algum inteiro positivon, prove que n �e uma pot^enia de 2.

5J�a vimos que an � 1 = (a� 1)(an�1 + an�2 + : : : + 1). Se n �e impar,(�a)n � 1 = (�a� 1)((�a)n�1 + (�a)n�2 + : : : + 1))an + 1 = (a+ 1)(an�1 � an�2 + : : :� a+ 1)Sendo assim, se n possu��sse algum divisor primo ��mpar p om n = pb,poder��amos esrever: 2n+1 = (a+1)(an�1� an�2+ : : :� a+1), ondea = 2b. Como an�1�an�2+ : : :�a+1 > 1, o n�umero 2n+1 n~ao seriaprimo.Exemplo 17. Dados que p, p + 10 e p + 14 s~ao n�umeros primos,enontre p.Vamos analisar os poss��veis restos na divis~ao por 3 de p. Se p deixaresto 1, ent~ao p + 14 �e um m�ultiplo de 3 maior que 3 e onsequente-mente n~ao poder�a ser um n�umero primo. Se o resto �e 2, ent~ao p+ 10�e um m�ultiplo de 3 maior que 3 e tamb�em n~ao poder�a ser um n�umeroprimo. Assim, o resto de p por 3 �e 0 e onsequentemente p = 3.Exemplo 18. ( �Austria-Pol^onia) Dados naturais n e a > 3 ��mpar,mostre que a2n � 1 tem pelo menos n+ 1 divisores primos distintos.Usando a fatora�~ao da diferen�a de quadrados, temos que:a2k � 1 = (a2k�1 + 1)(a2k�2 + 1) : : : (a+ 1)(a� 1):Assim, a2m + 1ja2k � 1 se k > m. Como a �e impar, podemos onluirque:md(a2k+1; a2m+1) = md(a2k�1+2; a2m+1) = md(2; a2m+1) = 2:Sendo assim, na fatora�~ao:a2n � 12n = (a2n�1 + 1)2 (a2n�2 + 1)2 : : : (a+ 1)2 (a� 1)2 ;



10 REFER^ENCIASUm divisor de n2 deixa resto 1 por 3 se e somente se possuir umaquantidade par de primos qj , ontados om repeti�~ao. Mais espei�-amente, se e somente se a soma dos expoentes de q1, . . . , qm for par.Assim, a quantidade de divisores dessa forma �e igual a:D1 = (2�1 + 1) � � � (2�n + 1)�12(2�1 + 1)(2�2 + 1) � � � (2�m + 1) + 1�:Enquanto para se obter um divisor que deixe resto 2 por 3, preisamosde uma quantidade ��mpar de fatores primos da forma 3k + 2. Assim,a quantidade de divisores dessa forma �e:D2 := (2�1+1)(2�2+1) � � � (2�n+1)�12(2�1+1)(2�2+1) � � � (2�m+1)�:Da��, segue failmente que D1 > D2.1.3 Refer^eniasRefer^enias[1℄ E. Carneiro, O. Campos and F. Paiva, Olimp��adas Cearenses deMatem�atia 1981-2005 (N��veis J�unior e Senior), Ed. Reale, 2005.[2℄ S. B. Feitosa, B. Holanda, Y. Lima and C. T. Magalh~aes, Treina-mento Cone Sul 2008. Fortaleza, Ed. Reale, 2010.[3℄ D. Fomin, A. Kirihenko, Leningrad Mathematial Olympiads1987-1991, MathPro Press, Westford, MA, 1994.[4℄ D. Fomin, S. Genkin and I. Itenberg, Mathematial Cirles,Mathematial Words, Vol. 7, Amerian Mathematial Soiety,Boston, MA, 1966.

1.1 Problemas Propostos 71.1 Problemas Propostos

Problema 20. Dado que p, 2p + 1 e 4p2 + 1 s~ao n�umeros primos,enontre p.Problema 21. Dado o par de primos p e 8p2 + 1, enontre p.Problema 22. Dado o par de primos p e p2 + 2, prove que p3 + 2tamb�em �e um n�umero primo.Problema 23. Dado que p, 4p2 + 1 e 6p2 + 1 s~ao n�umeros primos,enontre p.Problema 24. Os n�umeros de Fermat s~ao os n�umeros da forma22n + 1. Prove que o onjunto dos divisores primos dos termos daseq�u^enia de Fermat �e in�nito.Problema 25. Mostre que todo inteiro n pode ser esrito de maneira�unia na forma n = ab, onde a �e um inteiro livre de quadrado e b �eum quadrado perfeito. Um inteiro �e dito livre de quadrado se n~ao �edivis��vel por nenhum quadrado perfeito maior que 1.Problema 26. Prove que todo primo maior que 3 �e da forma 6k + 1ou 6k + 5.Problema 27. Prove que todo inteiro da forma 3k + 2 tem um fatorprimo da mesma forma.Problema 28. Prove que existem in�nitos primos da forma 4k + 3 e6k + 5.Problema 29. Prove que se n �e omposto, ent~ao possui um fatorprimo p � pn.Problema 30. (OBM 1998) S~ao dados 15 n�umeros naturais maioresque 1 e menores que 1998 tais que dois quaisquer s~ao primos entre si.Mostre que pelo menos um desses 15 n�umeros �e primo.Problema 31. Mostre que nj(n� 1)! para todo n�umero omposto n.



8 1 N�UMEROS PRIMOS, MDC E MMCProblema 32. Suponha que n > 1. Mostre que a soma dos inteirospositivos n~ao exedendo n divide o produto dos inteiros positivos n~aoexedendo n se, e somente se, n �e omposto.Exemplo 33. (R�ussia 1995) Enontre todos os primos p para os quaisp2+11 tenha exatamente seis divisores distintos, inluindo 1 e p2+11.Problema 34. (Irlanda 2002 ) Enontre todas as solu�~oes inteiraspositivas de p(p+ 3) + q(q + 3) = n(n+ 3), onde p, q s~ao primos.Exemplo 35. Prove que qualquer quadrado perfeito positivo temmais divisores que deixam resto 1 na divis~ao por 3 do que divisoresque deixam resto 2 na divis~ao por 3.

1.2 Dias e Solu�~oes19. Analisemos o resto de p na divis~ao por 3. Se p deixar resto 1,o n�umero 2p + 1 ser�a divis��vel por 3. Se p deixar resto 2, o n�umero4p + 1 ser�a divis��vel por 3. Em ambos os asos, 2p + 1, 4p + 1 > 3 eobtemos assim um absurdo.20. Analisemos o resto de p na divis~ao por 3. Se p deixa resto 1 ou 2,p2 deixa resto 1 e onsequentemente 8p2 + 1 deixa resto 0 por 3 masertamente �e maior que 3. Um absurdo, logo p = 3.21. Analisemos o resto na divis~ao por 3. Se p n~ao �e m�ultiplo de 3,p2 + 2 �e divis��vel por 3 e maior que 3. Um absurdo, logo p = 3 ep3 + 2 = 29.22. Analise os restos na divis~ao por 5.23. Iremos usar a fatora�~ao do exemplo 17:22n � 1 = (22n�1 + 1)(22n�2 + 1) : : : (2 + 1)(2� 1):Assim, se k > m,

1.2 Dias e Solu�~oes 9

md(22k+1; 22m+1) = md(22k�1+2; 22m+1) = md(2; 22m+1) = 1;produzindo que quaisquer dois n�umeros de Fermat distintos s~ao primosentre si e isso neessariamente implia que o onjunto de seus divisoresprimos �e in�nito.24. Analise os restos na divis~ao por 2 e 3.27. Tente imitar a prova de Eulides para a exist^enia de in�nitosprimos.29. Se n �e omposto, podemos esrever n = ab om 1 < a � b �<.Assim, a2 � n e a � pn. Para terminar, basta onsiderar qualquerdivisor primo de a.30. Dado 1 < n < 1998, se ele n~ao for primo, usando o exer��ioanterior, ele tem que ter um fator primo menor que 1998, ou seja, umfator primo menor que 45. Como s�o existem 14 primos menores que45, e s~ao 15 n�umeros, um deles ser�a primo.31. Esreva n = ab e analise as apari�~oes de a e b no produto (n �1) � (n� 2) : : : 2 � 1.33. Se p 6= 3, 3jp2 + 11. Analogamente, se p 6= 2, 4jp2 + 11. Assim,exeto nesses dois asos, 12jp2 + 11 e podemos enontrar mais que 6divisores distintos: f1; 2; 3; 4; 6; 12; p2+11g. Agora, teste p = 2 e p = 3para veri�ar que p = 3 �e a �unia solu�~ao.34. Seja n = 3 � p�11 � � � p�nn � q�11 � � � q�mma deomposi�~ao de n em fatores primos, onde ada pi deixa resto 1por 3 e ada qj deixa resto 2 por 3. Ent~aon2 = 32 � p2�11 � � � p2�nn � q2�11 � � � q2�mm


