
2 1 O ALGORITMO DE EUCLIDESEnt~ao podemos alular:md(123; 164) = md(123; 41)= md(41; 123)= md(41; 82)= md(41; 41) = 41:Exemplo 4. Tr^es m�aquinas I, R, S imprimem pares de inteirospositivos em tikets. Para a entrada (x, y), as m�aquinas I, R, Simprimem respetivamente (x � y, y), (x + y, y), (y, x). Iniiandoom o par (1, 2) podemos alan�ara) (819, 357)?b) (19, 79)?Para o item a), alulemos iniialmente md(819; 357):md(819; 357) = md(462; 357)= md(105; 357)= md(105; 252) = : : := md(21; 21) = 21:Pelo Lema de Eulides, o md entre os dois n�umeros em um tiketnuna muda. Como md(1; 2) = 1 6= 21 = md(819; 357), n~aopodemos alan�ar o par do item a).Para o item b), indiquemos om ! uma opera�~ao de alguma dasm�aquinas. Veja que:(2, 1) R! (3, 1) S! (1, 3) R! (4, 3) R! . . . R! (19, 3) S! (3, 19) R! (22,19) R! (41, 19) R! (60, 19) R! (79, 19).Observa�~ao 5. Prourar invariantes sempre �e uma boa estrat�egiapara omparar on�gura�~oes diferentes envolvidas no problema. Con-�ra o problema proposto 31.
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11 O Algoritmo de EulidesExemplo 1. Seja S um onjunto in�nito de inteiros n~ao negativosom a seguinte propriedade: dados dois quaisquer de seus elementos,o valor absoluto da diferen�a entre eles tamb�em pertene a S. Se d�e o menor elemento positivo de S, prove que S onsiste de todos osm�ultiplos de d.Considere um elemento m qualquer de S. Pelo algoritmo dadivis~ao, m = qd+ r om 0 � r < d. Como todos os n�umeros m� d,m � 2d, m � 3d, . . . , m � qd = r pertenem a S, e d �e o menorelemento positivo de tal onjunto, devemos ter obrigatoriamente quer = 0. Sendo assim, podemos onluir que todos os elementos de Ss~ao m�ultiplos de d. Resta mostrarmos que todos os m�ultiplos de dest~ao em S. Seja kd um m�ultiplo positivo qualquer de d. ComoS �e in�nito, existe um inteiro m 2 S tal que m = qd > kd. Assimtodos os n�umeros m� d, m� 2d, . . . , m� (q � k)d = kd est~ao emS.De�ni�~ao 2. Um inteiro a �e um divisor omum de b e  se a j be a j . Se b e  s~ao ambos n~ao nulos, denotaremos por md(b; )o m�aximo divisor omum de b e .Como um inteiro n~ao nulo possui apenas um n�umero �nito de di-visores, se b e  s~ao ambos n~ao nulos, o n�umero md(b; ) sempreexiste, isto �e, sempre est�a bem de�nido.Lema 3. (Eulides) Se x 6= 0, md(x; y) = md(x; x+ y)Demonstra�~ao. Seja d um divisor omum de x e y. Ent~aod j x+ y e onsequentemente d tamb�em �a um divisor omum de xe x + y. Reiproamente, se f �e um divisor omum de x + y e x,f tamb�em divide (x + y) � y = x e assim f �e um divisor omumde x e y. Como os onjuntos de divisores omuns dos dois pares den�umeros menionados s~ao os mesmos, o maior divisor omum tamb�em�e o mesmo.



6 1 O ALGORITMO DE EUCLIDESDa primeira linha para a segunda, omo subtra��mos 6 vezes on�umero 6409 de 42823, subtra��mos 6 vezes o par (0; 1) de (1; 0), ob-tendo: (1; 0)� 6(0; 1) = (1;�6). Se em uma dada linha, temos:(x; x+ qy) j (a; b)(; d);ent~ao, a pr�oxima linha dever�a ser:(x; y) j (a; b)(� aq; d� bq);porque representar�a a opera�~ao de subtrairmos q vezes o primeiron�umero do segundo. Veja que o par (a; b) foi subtraido de (; d)exatamente q vezes. Os n�umeros esritos nos �ultimos dois paresrepresentam os oe�ientes dos n�umeros originais para ada n�umerodo primeiro par. Por exemplo, analisando a linha:(289; 2040) j (3; �20)(�1; 7);obtemos que: 289 = 3� 42823� 20� 6409;2040 = �1� 42823 + 7� 6409:Em ada linha, essa propriedade �e mantida pois a mesma subtra�~aoque �e realizada no primeiro par tamb�em �e realizada entre os dois�ultimos pares. Analisando o �ultimo par, podemos esrever 17 omoombina�~ao de 42823 e 6409 de duas formas diferentes:17 = �22� 42823 + 147� 6409;17 = 355� 42823� 2372� 6409;Assim, se no planeta X tiv�essemos apenas notas de $42823 e$6409, poder��amos omprar algo que ustasse exatamente $17.

3De�ni�~ao 6. Dizemos que dois inteiros p e q s~ao primos entre si ourelativamente primos se md(p; q) = 1. Dizemos ainda que a fra�~aopq �e irredut��vel se p e q s~ao relativamente primos.Exemplo 7. (IMO 1959) Prove que 21n+ 414n+ 3 �e irredut��vel para todon�umero natural n.Pelo lema de Eulides, md(21n+ 4; 14n+ 3) = md(7n+ 4; 14n+3) = md(7n+ 1; 7n + 2) = md(7n+ 1; 1) = 1.O seguinte lema ser�a provado na pr�oxima aula.Lema 8. (Propriedades do MDC) Seja md(a; b) = d, ent~ao:i) Se k 6= 0, md(ka; kb) = kd.ii) md(ad; bd) = 1.iii) Se md(a; ) = 1, ent~ao md(a; b) = d.Exemplo 9. (Olimp��ada Inglesa) Se x e y s~ao inteiros tais que2xy divide x2 + y2 � x, prove que x �e um quadrado perfeitoSe d = md(x; y), ent~ao x = da e y = db, om md(a; b) = 1.Do enuniado, temos:2abd2 j d2a2 + d2b2 � da )d2 j d2a2 + d2b2 � da )d2 j � da )d j a:Logo, a = d, para algum . Como x j y2, obtemos d2 j d2b2,ou seja,  j b2 e md(; b2) = . Usando que md(a; b) = 1 e quetodo divisor omum de b e  tamb�em �e um divisor omum de ae b, podemos onluir que md(; b) = 1. Usando o item iii) do lemaanterior, md(; b2) = 1. Assim,  = 1 e x = d2 = d2.Exemplo 10. No planeta X, existem apenas dois tipos de notas de



4 1 O ALGORITMO DE EUCLIDESdinheiro: $5 e $78. �E poss��vel pagarmos exatamente $7 por algumameradoria? E se as notas fossem de $3 e $78?Veja que 2�78�31�5 = 1 e onsequentemente 14�78�217�5 = 7.Basta darmos 14 notas de $78 para reebermos 217 notas de $5 omotroo na ompra de nossa meradoria. Usando as notas de $3 e $78n~ao �e poss��vel pois o dinheiro pago e reebido omo troo por algosempre �e m�ultiplo de 3 e 7 n~ao �e m�ultiplo de 3.Queremos estudar a vers~ao mais geral desse exemplo. Quais s~ao osvalores que podemos pagar usando notas de $a e $b? Em partiular,estaremos interessados em onheer qual o menor valor que pode serpago. Para responder essa pergunta, preisaremos do algoritmo deEulides:Teorema 11. (O Algoritmo de Eulides) Para os inteiros b e  > 0,aplique suessivamente o algoritmo da divis~ao para obter a s�erie deequa�~oes: b = q1 + r1; 0 < r1 < ; = r1q2 + r2; 0 < r2 < r1;r1 = r2q3 + r3; 0 < r3 < r2;...rj�2 = rj�1qj + rj; 0 < rj < rj�1;rj�1 = rjqj+1A sequ^enia de restos n~ao pode diminuir inde�nidamente pois 0 �ri < ri�1 e existe apenas um n�umero �nito de naturais menores que .Assim, para algum j, obteremos rj+1 = 0. O maior divisor omumde b e  ser�a rj , ou seja, o �ultimo resto n~ao nulo da sequ^enia dedivis~oes aima.Demonstra�~ao. Pelo Lema de Eulides,md(x+ qy; y) = md(x+ (q � 1)y; y)= md(x+ (q � 2)y; y) = : : : = md(x; y):

5Ent~ao,md(b; ) = md(; r1) = md(r1; r2) = : : : = md(rj�1; rj) = rj :Exemplo 12. Calule md(42823; 6409).Pelo Algoritmo de Eulides,42823 = 6� 6409 + 43696409 = 1� 4369 + 20404369 = 2� 2040 + 2892040 = 7� 289 + 17289 = 17� 17:Portanto, md(42823; 6409) = 17.Podemos extrair mais informa�~oes do Algoritmo de Eulides. Paraisso, iremos organizar as equa�~oes do exemplo aima de outra forma.Essenialmente, a equa�~ao md(x+qy; y) = md(x; y) nos diz quepodemos subtrair q vezes um n�umero de outro sem alterar o m�aximodivisor omum do par em quest~ao. Realizando esse proedimento su-essivas vezes, subtraindo o n�umero menor do maior, podemos obterpares om n�umeros ada vez menores at�e que hegarmos em um pardo tipo (d; d). Como o m�aximo divisor omum foi preservado ao longodessas opera�~oes, d ser�a o m�aximo divisor omum prourado. Iremosrepetir o exemplo anterior registrando em ada opera�~ao quantas ve-zes um n�umero �e subtraido do outro. Isso ser�a feito atrav�es de doispares de n�umeros auxiliares:(42823; 6409) j (1; 0)(0; 1)(4369; 6409) j (1;�6)(0; 1)(4369; 2040) j (1;�6)(�1; 7)(289; 2040) j (3;�20)(�1; 7)(289; 17) j (3;�20)(�22; 147)(17; 17) j (355;�2372)(�22; 147)



10 1 O ALGORITMO DE EUCLIDESPortanto, ou a = 1 e m j n ou ent~ao b = 1 e n j m.Exemplo 21. (Torneio das Cidades 1998) Prove que, para quaisquerinteiros positivos a e b, a equa�~ao mm(a; a+ 5) = mm(b; b+ 5)implia que a = b.Para o item a), omo (a+5)� a = 5, temos md(a; a+5) �e iguala 1 ou 5. O mesmo vale para md(b; b+5). Pela proposi�~ao anterior,temos: mm(a; a+ 5) = a(a+ 5)md(a; a+ 5) ;mm(b; b+ 5) = b(b+ 5)md(b; b+ 5) :Suponha que md(a; a + 5) = 5 e md(b; b + 5) = 1, ent~aoa(a+5) = 5b(b+5). Consequentemente, a �e m�ultiplo de 5 e a(a+5)�e m�ultiplo de 25. Isso implia que b(b + 5) tamb�em �e m�ultiplo de5 e que md(b; b + 5) > 1. Uma ontradi�~ao. Analogamente, n~aopodemos ter md(a; a + 5) = 1 e md(b; b + 5) = 5. Sendo assim,md(a; a+ 5) = md(b; b+ 5) e:a(a+ 5)� b(b+ 5) = 0)(a� b)(a+ b+ 5) = 0:Como a+ b+ 5 > 0, onlu��mos que a = b.Exemplo 22. Uma m�aquina f exeuta opera�~oes sobre o onjuntode todos os pares de inteiros positivos. Para ada par de inteirospositivos, ela fornee um inteiro dado pelas regras:f(x; x) = x; f(x; y) = f(y; x); (x+ y)f(x; y) = yf(x; x+ y):Determine f(2012; 2012! + 1).

7Como onlus~ao da disuss~ao anterior e do algoritmo de Eulides,podemos onluir que:Teorema 13. (Bahet-B�ezout) Se d = md(a; b), ent~ao existeminteiros x e y tais que ax+ by = d.De fato, a disuss~ao anterior tamb�em nos mostra um algoritmopara enontrarmos x e y. Voltando �a disuss~ao sobre o planetaX, podemos onluir em virtude do teorema anterior que qualquervalor m�ultiplo de d poder�a ser pago usando apenas as notas de$a e $b. Como todo valor pago, neessariamente �e um m�ultiplo dom�aximo divisor omum de a e b, desobrimos que o onjunto queprour�avamos onsiste preisamente do onjunto dos m�ultiplos de d.Observa�~ao 14. (Para professores) A prova mais omum apresentadapara o teorema anterior baseia-se na an�alise do onjunto de todas asombina�~oes lineares entre a e b e quase sempre se preoupa apenasom mostrar a exist^enia de x e y. Areditamos que o algoritmo paraenontrar x e y failite o entendimento do teorema para os alunosmais jovens. Entretanto, frequentemente utilizemos apenas a parte daexist^enia desrita no enuniado. Al�em disso, preferimos disutir umexemplo num�erio ao inv�es de formalizarmos uma prova e sugerimosque o professor fa�a o mesmo om mais exemplos em aula.Exemplo 15. (Olim��ada Russa 1995) A sequ^enia a1, a2, . . . denaturais satisfaz md(ai; aj) = md(i; j) para todo i 6= j. Proveque ai = i para todo i.Para qualquer inteiro n, md(a2n; an) = md(2n; n) = n, onse-quentemente n j an. Seja d um divisor qualquer de an diferente den, ent~ao d j md(ad; an). De md(ad; an) = md(d; n), podemosonluir que d j n. Sendo assim, todos os divisores de an que s~aodiferentes de n s~ao divisores de n. Como j�a sabemos que an = nk,para algum k, n~ao podemos ter k > 1 pois nk n~ao divide n eassim onlu��mos que an = n.Exemplo 16. Mostre que md(2120 � 1; 2100 � 1) = 220 � 1.



8 1 O ALGORITMO DE EUCLIDESPelo lema de Eulides,md(2120 � 1; 2100 � 1) = md(2120 � 1� 220(2100 � 1); 2100 � 1);= md(220 � 1; 2100 � 1);= md(220 � 1; 2100 � 1� 280(220 � 1));= md(220 � 1; 280 � 1);= md(220 � 1; 280 � 1� 260(220 � 1));= md(220 � 1; 260 � 1);= md(220 � 1; 260 � 1� 240(220 � 1));= md(220 � 1; 240 � 1);= md(220 � 1; 240 � 1� 220(220 � 1));= md(220 � 1; 220 � 1) = 220 � 1:Exemplo 17. (Olimp��ada Russa 1964) Sejam x, y inteiros para osquais a fra�~ao a = x2 + y2xy�e inteira. Ahe todos os poss��veis valores de a.A primeira estrat�egia �e anelar os fatores omuns om o objetivode reduzir o problema ao aso em que x e y s~ao primos entre si.Seja d = md(x; y), om� x = d � x0; md(x0; y0) = 1;y = d � y0ent~ao a = x2 + y2xy = x20 + y20x0y0 :Nessa ondi�~ao, omo x0 divide y20 e y0 divide x20, ada um deles�e igual a 1, donde

9

a = 12 + 121 � 1 = 2:De�ni�~ao 18. Os inteiros a1, a2, . . . , an, todos diferentes de zero,possuem m�ultiplo omum b se ai j b para i = 1; 2; : : : ; n (note quea1a2 : : : an �e um m�ultiplo omum). O menor m�ultiplo omum positivopara tal onjunto de inteiros �e hamado de m��nimo m�ultiplo omum eser�a denotado por mm(a1; a2; : : : ; an).Proposi�~ao 19. Se a e b s~ao n~ao nulos, ent~ao: mm(a; b) �md(a; b) = jabj.(A prova desta proposi�~ao tamb�em ser�a deixada para a pr�oximase�~ao)Exemplo 20. (Olimp��ada Russa 1995) Sejam m e n inteirospositivos tais que:mm(m; n) +md(m; n) = m+ n:Prove que um deles �e divis��vel pelo o outro.Se d = md(m; n), ent~ao podemos esrever m = da e n = db.Pela proposi�~ao anterior,mm(m; n) = d2abd = dab:Temos: mm(m; n) +md(m; n)�m� n = 0)dab+ d� da� db = 0)ab+ 1� a� b = 0)(a� 1)(b� 1) = 0:



14 1 O ALGORITMO DE EUCLIDESque pelo menos um dos n�umeros ab + 1 e 4ab + 1 �e um quadradoperfeito.Problema 38. (IMO 1979) Sejam p, q n�umeros naturais primosentre si tais que:pq = 1� 12 + 13 � : : :� 11318 + 11319 :Prove que p �e divis��vel por 1979.1.2 Respostas, Dias e Solu�~oes23. (a)md(n; n2 + n+ 1) = md(n; n2 + n+ 1� n(n+ 1));= md(n; 1);= 1:(b)md(3� 2012; 2� 2012 + 1) = md(3� 2012� (2� 2012 + 1); 2� 2012 + 1);= md(2012� 1; 2� 2012 + 1);= md(2012� 1; 2� 2012 + 1� 2(2012� 1));= md(2012� 1; 3);= md(2012� 1� 3� 670; 3);= md(2; 3) = 1:Outra op�~ao seria observar que o md prourado deve dividir on�umero 3(2 � 2012 + 1) � 2(3 � 2012) = 3 e que 2 � 2012 + 1 n~ao �em�ultiplo de 3.()

1.1 Problemas Propostos 11Claramente mm(x; x) = x e mm(x; y) = mm(y; x). Usandoa proposi�~ao anterior e o lema de Eulides temos:(x+ y)mm(x; y) = (x+ y) xymd(x; y)= y � x(x+ y)md(x; x+ y)= y �mm(x; x+ y)Temos ent~ao uma forte suspeita de que f = mm. Seja So onjunto de todos os pares de inteiros positivos (x; y) tais quef(x; y) 6= mm(x; y), e seja (m; n) o par em S om a soma m+nm��nima. Note que todo par da forma (n; n) n~ao est�a em S poisf(n; n) = n = mm(n; n). Assim, devemos ter m 6= n. Suponhasem perda de generalidade que n > m. Portanto:nf(m; n�m) = [m+ (n�m)℄f(m; n�m) )= (n�m)f(m; m+ (n�m)) )f(m; n�m) = n�mn � f(m; n)Como o par (m; m� n) n~ao est�a em S, dado que a soma de seuselementos �e menor que m+ n, temos:f(m; n�m) = mm(m; n�m) )n�mn � f(m; n) = (n�m)mm(m; m+ (n�m)) )f(m; n) = mm(m; n)Uma ontradi�~ao. Desse modo, S deve ser um onjunto vazioe f(x; y) = mm(x; y) para todos os pares de inteiros positivos.Como 2012 j 2012!, md(2012; 2012! + 1) = 1 e onsequentementemm(2012; 2012! + 1) = 2012(2012! + 1).1.1 Problemas PropostosProblema 23. Calule:



12 1 O ALGORITMO DE EUCLIDESa) md(n; n2 + n+ 1).b) md(3� 2012; 2� 2012 + 1).) md�240 + 128 + 1 ; 28 + 1�.Problema 24. Enontre md(2n+ 13; n+ 7)Problema 25. Prove que a fra�~ao 12n+ 130n+ 2 �e irredut��vel.Problema 26. Sejam a, b, , d inteiros n~ao nulos tais que ad�b = 1.Prove que a+ b+ d �e uma fra�~ao irredut��vel.Problema 27. Mostre que md(am � 1; an � 1) = amd(m; n) � 1.Problema 28. Mostre que se md(a; b) = 1, ent~ao:md(a+ b; a2 � ab+ b2) = 1 ou 3Problema 29. Dado que md(a; 4) = 2, md(b; 4) = 2, prove que:md(a+ b; 4) = 4:Problema 30. Prove que, para todo natural n,md(n! + 1; (n+ 1)! + 1) = 1:Problema 31. No exemplo 4, determine todos os pares que podemser obtidos ome�ando-se om o par (1; 2).Problema 32. Qual o m�aximo divisor omum do onjunto de n�umeros:f16n + 10n� 1; n = 1; 2; 3 : : :g?

1.1 Problemas Propostos 13Problema 33. A sequ^enia Fn de Farey �e a sequ^enia de todosas fra�~oes irredut��veis ab om 0 � a � b � n arranjados em ordemresente.F1 = f0=1; 1=1gF2 = f0=1; 1=2; 1=1gF3 = f0=1; 1=3; 1=2; 2=3; 1=1gF4 = f0=1; 1=4; 1=3; 1=2; 2=3; 3=4; 1=1gF5 = f0=1; 1=5; 1=4; 1=3; 2=5; 1=2; 3=5; 2=3; 3=4; 4=5; 1=1gF6 = f0=1; 1=6; 1=5; 1=4; 1=3; 2=5; 1=2; 3=5; 2=3; 3=4; 4=5;5=6; 1=1gClaramente, toda fra�~ao ab < 1 om md(a; b) = 1, est�a em algumFn. Mostre que se m=n e m0=n0 s~ao fra�~oes onseutivas em Fntemos jmn0 � nm0j = 1.Problema 34. (Resvista Quantum - Jornal Kvant) Todas as fra�~oesirredut��veis ujos denominadores n~ao exedem 99 s~ao esritas em or-dem resente da esquerda para a direita:199 ; 198 ; : : : ; ab ; 58 ; d ; : : :Quais s~ao as fra�~oes ab e d em ada lado de 58?Problema 35. (OBM) Para ada inteiro positivo n > 1, prove que1 + 12 + 13 + : : : + 1n n~ao �e inteiro.Problema 36. Determine todas as solu�~oes em inteiros positivos para1a + 1b = 1 .Problema 37. Inteiros positivos a e b, relativamente primos, s~aoesolhidos de modo que a+ ba� b seja tamb�em um inteiro positivo. Prove



1.2 Respostas, Dias e Solu�~oes 15

md�240 + 128 + 1 ; 28 + 1� = md(232 + 224 + 216 + 28 + 1; 28 + 1);= md((232 � 1) + (224 + 1) + (216 � 1)+(28 + 1) + 1; 28 + 1);= md(1; 28 + 1) = 1:24. md(2n+ 13; n+ 7) = md(2n+ 13� 2(n+ 7); n+ 7);= md(2n+ 13� 2(n+ 7); n+ 7);= md(�1; n+ 7) = 125.md(12n+ 1; 30n+ 2) = md(12n+ 1; 30n+ 2� 2(12n+ 1));= md(12n+ 1; 6n);= md(12n+ 1� 2(6n); 6n);= md(1; 6n) = 126. Seja f = md(a+ b; + d). Ent~ao f j d(a+ b)� b(+ d) = 1 eonsequentemente f = 1.27. Veja quemd(am � 1; an � 1) = md(am�n � 1 + (an � 1)am�n; an � 1)= md(am�n � 1; an � 1)O resultado segue apliando o Algoritmo de Eulides aos expoentes.28. Seja f = md(a + b; a2 � ab + b2). Ent~ao f j (a + b)2 � (a2 �ab + b2) = 3ab. Se md(f; a) > 0, devemos ter md(f; b) > 0 poisf j a + b. O mesmo argumento vale para md(f; b) > 0. Assim,md(f; a) = md(f; b) = 1. Portanto, f j 3.



16 1 O ALGORITMO DE EUCLIDES30. Pelo lema de Eulides,md(n! + 1; (n+ 1)! + 1) = md(n! + 1; (n+ 1)! + 1� (n+ 1)(n! + 1))= md(n! + 1; �n)= md(n! + 1� n[(n� 1)!℄; �n) = 134. Sejam l = mmf1; 2; : : : ; ng e ai = l=i. A soma onsiderada �ea1 + a2 + : : : + anl :Queremos analisar o expoente do fator 2 no numerador e no de-nominador. Seja k tal que 2k � n < 2k+1. Ent~ao 2k j l e ai �epar para todo i 6= 2k. Como a2k �e ��mpar, segue que o numerador �e��mpar enquanto que o denominador �e par. Consequentemente a fra�~aoanterior n~ao representa um inteiro.36. Sejam d = md(a; b); a = dx; b = dy. Consequentementemd(x; y) = 1 e podemos esrever a equa�~ao omo:1a + 1b = 1 )b+ a = abdy+ dx = d2xy(x+ y) = dxyComo md(xy; x + y) = 1 pois md(x; y) = 1, devemos terxy j  e onsequentemente  = xyk. Assim, d = k(x + y). Oonjunto solu�~ao �e formado pelas triplas (a; b; ) onde (a; b; ) =(kx(x+ y); ky(x+ y); xyk) om md(x; y) = 1 e x, y e k inteirospositivos.38. Use a identidade de Catal~ao:1� 12 + 13 � 14 + : : : � 12n = 1n+ 1 + 1n+ 2 + : : : + 12n
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Em seguida, agrupe os termos da forma 1n+ i+ 12n� i+ 1 e analiseo numerador da fra�~ao obtida.1.3 Refer^eniasRefer^enias[1℄ S. B. Feitosa, B. Holanda, Y. Lima and C. T. Magalh~aes, Treina-mento Cone Sul 2008. Fortaleza, Ed. Reale, 2010.[2℄ D. Fomin, A. Kirihenko, Leningrad Mathematial Olympiads1987-1991, MathPro Press, Westford, MA, 1994.[3℄ D. Fomin, S. Genkin and I. Itenberg, Mathematial Cirles,Mathematial Words, Vol. 7, Amerian Mathematial Soiety,Boston, MA, 1966.[4℄ I. Niven, H. S. Zukerman, and H. L. Montgomery, An Introdu-tion to the Theory of Numbers.


