
2 1 DIVISIBILIDADE IIlidade. Existe um 
rit�erio por 7 bastante popular: Para saber se uminteiro �e m�ultiplo de 7, basta apagar seu �ultimo d��gito, multipli
�a-lopor 2 e o subtrair do n�umero que restou. Se o resultado �e m�ultiplo de7, ent~ao o n�umero original tamb�em �e m�ultiplo de 7.Podemos apli
ar esse algoritmo su
essivas vezes at�e que o resultadoobtido seja fa
ilmente veri�
�avel 
omo um m�ultiplo de 7. Por exemplo,para o n�umero 561421 podemos es
rever:56142� 2 = 561405614� 0 = 5614561� 8 = 55355� 6 = 49Como 49 �e m�ultiplo de 7, nosso n�umero original tamb�em �e. Porque esse pro
esso fun
iona? Se o nosso n�umero original est�a es
ritona forma 10a + b, ent~ao o n�umero obtido ap�os a opera�
~ao des
rita �ea � 2b. Basta mostrarmos que se 7 j a � 2b, ent~ao 7 j 10a + b. Se7 j a� 2b, pela propriedade (i) do lema, 
on
lu��mos que 7 j 10a� 20b.Como 7 j 21b, tamb�em temos que 7 j [(10a� 20b) + 21b℄ = 10a+ b.Exemplo 5. Mostre que se 7 j 3a+ 2b ent~ao 7 j 4a� 2b.Veja que 7 j 7a e 7 j 3a+2b, ent~ao 7 j [7a� (3a+2b)℄ = 4a� 2b.Na pr�ati
a, o que �zemos foi multipli
ar o n�umero 3a+2b por alguminteiro para posteriormente subtra��mos um m�ultiplo de 7 
onvenientee obtermos o n�umero 4a � 2b. Existem outras formas de fazermosisso. Observe os n�umeros 3 � 0, 3 � 1, 3 � 2, 3 � 3, 3 � 4, 3 � 5,3 � 6. O n�umero 3 � 6 deixa o mesmo resto que 4 por 7, pois 3 � 6 =7 � 2 + 4. Como 7 j 3a + 2b podemos 
on
luir que 7 j (18a + 12b) e
onsequentemente 7 j [18a + (12b � 14a)℄ = 4a + 12b. Mas 7 j 14b,ent~ao 7 j [4a+ 12b� 14b℄ = 4a� 2b.Para o pr�oximo exemplo, o leitor pre
isar�a lembrar dos 
rit�erios dedivisibilidade por 9 e 3 vistos na aula passada.Exemplo 6. Usando os d��gitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
onstru��mos v�arios
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11 Divisibilidade IIDe�ni�
~ao 1. Dados dois inteiros a e b, 
om a 6= 0, dizemos que adivide b ou que a �e um divisor de b ou ainda que b �e um m�ultiplode a, e es
revemos a j b se o r obtido pelo algoritmo de divis~aoapli
ado �a a e b �e 0, ou seja, se b = aq para algum inteiro q.Lema 2. Sejam a, b, 
, d inteiros. Temosi) (\d divide") Se d j a e d j b, ent~ao d j ax+ by para quaisquerx e y inteiros.ii) (\Limita�
~ao") Se d j a, ent~ao a = 0 ou j d j � j a j.iii) (Transitividade) Se a j b e b j 
, ent~ao a j 
.Em parti
ular, segue da propriedade i) que d j a+ b e d j a� b.Exemplo 3. (Olimp��ada de Maio 2006) En
ontre todos os naturaisa e b tais que a j b+ 1 e b j a+ 1.Pela propriedade da Limita�
~ao, temos a � b+1 e b � a+1. Da��,a� 1 � b � a+ 1.Vejamos os 
asos:(i) a = b. Como a j b + 1 e a j b (pois b = a) temos quea j [(b+1)� b℄ = 1. Assim, a = 1. Nesse 
aso, s�o temos a solu�
~ao (a,b) = (1, 1)(ii) a = b+ 1. Como b j a+1 e b j a� 1 (pois b = a� 1) temosque b j [(a+ 1)� (a� 1)℄ = 2. Assim, b = 1 ou b = 2 e nesse 
aso,s�o temos as solu�
~oes (3, 2) e (2, 1).(iii) a = b� 1. Esse 
aso �e an�alogo ao anterior e as solu�
~oes para(a, b) s~ao (1, 2) e (2, 3).Exemplo 4. (Crit�erio de Divisibilidade por 7) Existem alguns m�etodospr�ati
os para de
idirmos se um n�umero �e m�ultiplo de outro. Certa-mente o leitor j�a deve ter se deparado 
om algum 
rit�erio de divisibi-



6 1 DIVISIBILIDADE II1.2 Di
as e Solu�
~oes11. Como 3 j 6b, segue que 3 j [(a+ 7b)� 6b℄ = a+ b.12. Como 7 j a + 3b, segue que 7 j 13a + 39b = (13a + 11b) + 28b.Mas 7 j 28b, portanto 7 j [(13a+ 11b) + 28b� 28b℄ = 13a+ 11b.13. Como 19 j 3x+ 7y, segue que 19 j 27(3x+ 7y) = (43x+ 75y) +(38x + 114y). Mas 19 j 19(2x + 6y), portanto 19 j [(43x + 75y) +(38x+ 114y)� 19(2x+ 6y)℄ = 43x+ 75y.14. Como 17 j 3a+2b, segue que 17 j 27a+18b = (10a+b)+17(a+b).16. Veja quenk � 1(n� 1)2 = �nk�1 � 1n� 1 + nk�2 � 1n� 1 + : : : + n� 1n� 1 + kn� 1�Como os n�umeros nl � 1n� 1 sempre s~ao inteiros, o n�umero do ladoesquerdo da equa�
~ao ser�a inteiro se, e somente se, o n�umero kn� 1 forinteiro.17. Come
e dividindo o problema quando em dois 
asos: n �e par oun �e ��mpar. Sabemos que 1+ 2+ : : :+n = n(n+ 1)2 . Para n ��mpar,basta mostrar que o n�umero em quest~ao �e divis��vel por n e n+ 12 .O pr�oximo passo �e lembrar do problema 33 da aula 1. Pela fatora�
~aode xn + yn, temos que ik + (n� i)k �e divis��vel por n. Fa�
a outrostipos de pares para mostrar a divisibilidade por n2 . O 
aso quando n�e par �e an�alogo.18. Veja que X = 103 � ab
 + def = 1001ab
 � (ab
 � def). Como1001 �e m�ultiplo de 7, 
on
lu��mos que X �e a soma de dois m�ultiplosde 7.

3n�umeros de sete d��gitos distintos. Existem dois deles, distintos, taisque um divide o outro?N~ao. Suponha, por absurdo, que m < n sejam dois dessesn�umeros, 
om m j n. Claramente m j n � m e 9 j n � m, poisn e m possuem a mesma soma dos d��gitos e 
onsequentementepossuem o mesmo resto na divis~ao por 9. Por outro lado, sabemosa soma dos d��gitos de m: 1 + 2 + � � � + 7 = 3 � 9 + 1. Da��, mn~ao possui fator 9 e podemos garantir que 9m j n �m. Mas ent~ao9m � n � m ) 10m � n ) n tem pelo menos oito d��gitos, uma
ontradi�
~ao.Exemplo 7. (Leningrado 1989) Seja A um n�umero natural maiorque 1, e seja B um n�umero natural que �e um divisor de A2 + 1.Prove que se B � A > 0, ent~ao B � A > pA.Seja B � A = q. Assim, A+ q j A2 + 1. Como (A� q)(A+ q) =A2 � q2 �e divis��vel por A+ q, podemos 
on
luir que A + q j [(A2 +1)�(A2�q2)℄ = q2+1. Pela propriedade de limita�
~ao, A+q � q2+1.Nessa desigualdade, n~ao podemos ter q = 1 pois A > 1. Usandoent~ao que q > 1, temos A � q2 � q + 1 < q2, ou seja, pA < q.Problema 8. (AIME 1986) Qual �e o maior inteiro n para o qualn3 + 100 �e divis��vel por n+ 10?Para a
har expli
itamente o quo
iente de n3 + 100 por n + 10podemos fazer uso de alguma fatora�
~ao. Utilizaremos a soma dos
ubos n3 + 103 = (n+ 10)(n2 � 10n+ 100). Como,n3 + 100 = (n+ 10)(n2 � 10n+ 100)� 900;podemos 
on
luir que o n�umero 900 deve ser m�ultiplo de n + 10. Omaior inteiro n para o qual n + 10 divide 900 �e 890. Veja quese n = 890, o quo
iente da divis~ao de n3 + 100 por n + 10 �en2 � 10n+ 100� 1 = 8902 � 10 � 890 + 99.Exemplo 9. (Extra��do de [1℄) En
ontre todos os inteiros positivos n



4 1 DIVISIBILIDADE IItais que 2n2 + 1 j n3 + 9n� 17.Utilizando o \2n2+1 divide" para reduzir o grau de n3+9n� 17,temos que � 2n2 + 1 j n3 + 9n� 172n2 + 1 j 2n2 + 1

=) 2n2 + 1 j (n3 + 9n� 17) � 2 + (2n2 + 1) � (�n)() 2n2 + 1 j 17n� 34Como o grau de 17n� 34 �e menor do que o de 2n2 +1, podemosutilizar a \limita�
~ao" para obter uma lista �nita de 
andidatos a n.Temos 17n � 34 = 0 () n = 2 ou j 2n2 + 1 j � j 17n � 34 j() n = 1, 4 ou 5. Destes 
andidatos, apenas n = 2 e n = 5 s~aosolu�
~oes.Exemplo 10. (Leningrado 1990) Sejam a e b n�umeros naturaistais que b2 + ba+ 1 divide a2 + ab+ 1. Prove que a = b.Pela propriedade de limita�
~ao, b2 + ba + 1 � a2 + ab + 1 e da��b � a. Al�em disso, b2 + ab+ 1 > a� b. A igualdade b(a2 + ab+ 1)�a(b2 + ba+ 1) = b� a impli
a que a� b �e divis��vel por b2 + ba+ 1.Se a� b 6= 0, ent~ao b2+ ab+1 � a� b. Mas isso �e um absurdo, logoa� b = 0.1.1 Problemas PropostosProblema 11. Mostre que se 3 j a+ 7b ent~ao 3 j a+ b.Problema 12. Mostre que se 7 j a+ 3b ent~ao 7 j 13a+ 11bProblema 13. Mostre que se 19 j 3x+ 7y ent~ao 19 j 43x+ 75yProblema 14. Mostre que se 17 j 3a+ 2b ent~ao 17 j 10a+ b

1.1 Problemas Propostos 5Problema 15. En
ontre todos os inteiros positivos n tais que n+2009 divide n2 + 2009 e n+ 2010 divide n2 + 2010.Problema 16. Seja n > 1 e k um inteiro positivo qualquer. Proveque (n� 1)2 j (nk � 1) se, e somente se , (n� 1) j k.Problema 17. (OBM 2005) Prove que a soma 1k + 2k + : : : + nk,onde n �e um inteiro e k �e ��mpar, �e divis��vel por 1 + 2 + : : : + n.Problema 18. O n�umero de seis d��gitos X = ab
def satisfaz apropriedade de que ab
�def �e divis��vel por 7. Prove que X tamb�em�e divis��vel por 7.Problema 19. (Bielor�ussia 1996) Inteiros m e n, satisfazem aigualdade
(m� n)2 = 4mnm+ n� 1

a) Prove que m+ n �e um quadrado perfeito.b) En
ontre todos os pares (m, n) satisfazendo a equa�
~ao a
ima.Problema 20. (Olimp��ada de Leningrado) Os n�umeros naturais a,b e 
 t^em a propriedade que a3 �e divis��vel por b, b3 �e divis��velpor 
 e 
3 �e divis��vel por a. Prove que (a+ b+ 
)13 �e divis��vel porab
.Problema 21. (OBM 2000) �E poss��vel en
ontrar duas pot^en
ias de2, distintas e 
om o mesmo n�umero de algarismos, tais que uma possaser obtida atrav�es de uma reordena�
~ao dos d��gitos da outra? (Di
a:Lembre-se do 
rit�erio de divisibilidade por 9)Problema 22. (IMO 1998) Determine todos os pares de inteirospositivos (x, y) tais que xy2 + y + 7 divide x2y + x+ y.



1.2 Di
as e Solu�
~oes 719. Somando 4mn em ambos os lados, obtemos:

(m+ n)2 = 4mnm+ n� 1 + 4mn= 4mn(m+ n)m+ n� 1 )(m+ n) = 4mnm+ n� 1= (m� n)2Assim, m + n �e o quadrado de um inteiro. Se m� n = t, ent~aom + n = t2 e (m, n) = (t2 + t2 , t2 � t2 ). �E f�a
il veri�
ar que paraqualquer t inteiro esse par �e solu�
~ao do problema.20. Analise a expans~ao pelo bin^omio de Newton.21. N~ao. Suponha, por absurdo, que existam duas pot^en
ias de 2,2m < 2n, satisfazendo o enun
iado. Como 2n �e um m�ultiplo de2m, podemos ter: 2n = 2 � 2m, 4 � 2m, 8 � 2m, . . . . Al�em disso,
omo ambos possuem a mesma quantidade de d��gitos, temos 1 <2n2m < 10. Assim, as �uni
as possibilidade s~ao 2n = 2 � 2m, 4 � 2m,8 � 2m. Pelo 
rit�erio de divisibilidade por 9, 
omo 2m e 2n possuemos mesmos d��gitos, podemos 
on
luir que 2n � 2m �e um m�ultiplode 9. Entretanto, nenhuma das possibilidade anteriores satisfaz essa
ondi�
~ao e 
hegamos em um absurdo.22. Come�
aremos usando a id�eia do exemplo 10. A igualdade y(x2y+x + y) � x(xy2 + y + 7) = y2 � 7x impli
a que y2 � 7x �e divis��velpor xy2 + y + 7. Se y2� 7x � 0, 
omo y2 � 7x < xy2 + y+ 7, segueque y2� 7x = 0. Assim, (x, y) = (7t2, 7t) para algum t 2 N . �E f�a
il
he
ar que esses pares s~ao realmente solu�
~oes. Se y2 � 7x < 0, ent~ao7x�y2 > 0 �e divis��vel por xy2+y+7. Da��, xy2+y+7 � 7x�y2 < 7x,que nos permite 
on
luir que y � 2. Para y = 1, temos x+8 j 7x�1e 
onsequentemente x+8 j 7(x+8)� (7x� 1) = 57. Ent~ao as �uni
as



8 REFER^ENCIASpossibilidades s~ao x = 11 e x = 49, 
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