Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Geometria - Nivel 2 Aula {16
Prof. Cicero Thiago

Pontos Notaveis 2: Incentro

Teorema 1. Seja ZXOY um angulo dado e P um ponto em seu interior. Entao, a distancia
de P a XO é igual a distancia de P a YO se, e somente se, o ponto P pertence a bissetriz.

Demonstracao.
X

Suponhamos inicialmente que o ponto P pertence a bissetriz. Entao ZXOP = ZYOP.
Sejam M e N os pés das perpendiculares baixadas desde P sobre OX e OY, respecti-
vamente. Podemos concluir, que AMOP = ANOP, pelo caso L.A.A., pois OP é lado
comum, ZMOP = /Z/NOP e ZOMP = ZONP = 90°. Portanto, PM = PN.
Reciprocamente, suponhamos agora que PM = PN. Pelo caso especial de congruéncia
de triangulos, cateto-hipotenusa, os triangulos MOP e NOP sao congruentes. Portanto,
ZMOP = ZNOP, e assim, P pertence a bissetriz.

Provemos agora que as trés bissetrizes de um triangulo ABC se intersectam num ponto
chamado incentro, que é equidistante dos lados do triangulo.
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Sejam BN e CP as bissetrizes relativas aos vértices B e C, respectivamente, e I 0 seu
ponto de intersecao. Como o ponto I pertence as bissetrizes BN e CP, entao IM; = IP; e
IM, = INy, em que My, Ni, P; sao os pés das perpendiculares baixadas desde I sobre os
lados BC, C A e AB, respectivamente. Como I P; = I N1, entdo, pela proposigdo anterior,
I pertence a bissetriz do angulo ZA. Portanto, as trés bissetrizes passam por um mesmo
ponto chamado incentro que serd o centro da circunferéncia inscrita no triangulo pois I
equidista dos lados do triangulo. Além disso, M7, N1 e P; s@o os pontos de tangéncia do
circulo com os lados BC', C' A e AB, respectivamente.

B My M C

Teorema 2. Seja ABC' um triangulo tal que BC' = a, CA = be AB = c¢. Sejam Mj,
Ny e P; os pontos de tangéncia com os lados BC, CA e AB, respectivamente. Entao,

b
ANy = AP, =p—a, BMy=BPi=p—be CM; =CNy =p—c, emq‘IGPZW'
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Demonstracao.

Temos que y + 2 =a, t+ 2z =b e x +y = c. Resolvendo o sistema encontramos = = p — a,
y=p—bez=p—c

Teorema 3. (Bissetriz interna) A bissetriz interna AL do angulo ZA de um tridngulo

AB
ABC divide internamente o lado oposto BC' na razao A’ ou seja,
BL AB
LC CA

em que L é o ponto de interseccao da bissetriz interna com o lado BC.

Demonstracao.

hS
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Seja R a interseccao da paralela a bissetriz AL tracada pelo ponto C. E facil ver que
/BAL = /CAL = ZACR = ZARC, com isso, AR = AC. Pelo teorema de Tales temos
que

AB BL

AR~ IC’
Como AR = AC, entao

AB BL

AC T IC
Teorema 4. Seja ABC um tridngulo tal que BC = a, CA = b, AB = c e seja AM a
bissetriz relativa ao angulo ZA, com M em BC. Entao, BM = ba +CC

Demonstracao.

Usando o teorema da bissetriz interna temos que

AB AC c b a-c

BM CM " m a—m " T vre

Teorema 5. Seja ABC um tridngulo tal que BC = a, CA =b, AB = ¢, AM a bissetriz

Al b
relativa ao angulo ZA, com M em BC, e seja I o incentro. Entao, Jivi i <
a

Demonstracao.
Aplicando o teorema da bissetriz interna no tridngulo BAM temos que

Al _AB AL _bic
M~ BM "~ IM  ~a
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Teorema 6. Seja ABC um triangulo e I seu incentro. Seja E o ponto de intersecdo de
AT com a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC. Entao IE =1B =1IC.

Demonstracao.

E

E f4cil ver que /BAE = /CAE = Z/CBE = Z/BCE e, portanto, BE = CE. Além disso,
pela propriedade do dngulo externo, /BIE = a+f. Portanto, /BIE = Z/IBE e BE = IE.
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Observe agora uma parte da figura acima.

a
2 M c

Temos que

¢ _CE=IE.

BM
cosa BE <~ 2 cos o

Teorema 7. Seja ABC um tridngulo tal que BC = a, CA = b, AB = c e seja AM a
bissetriz relativa ao angulo ZA, com M em BC. Além disso, ZBAM = CAM = «. Entao
AM — 2-b-c-cosa

b+c
Demonstracao.

E facil ver que [ABC] = [BAM] + [C AM]. Entdo,
b-c-sin2a  c¢-AM -sinae b- AM -sina

2 - 2 + 2

2:-b-c-cosa

AM =
b+c

Teorema 8. (Area de um triangulo em funcgao do raio da circunferéncia inscrita.)

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, CA e AB do triangulo AABC, respectivamente, e
seja r a medida do raio da circunferéncia inscrita. Entao, a area do triangulo AABC pode
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ser calculada por

[AABC|=p-r,

at+b+c

em que p = 5

Demonstracao.

[AABC| = [ABIC] + [ACIA] + [AAIB] <

a-r b-r c-r
AABC| = — 4+ — 4+ —
[ C] 5 + 5 + 5 &
2
[AABC|=p-r.

[AAch:<3iﬁi£>.r

Problema 1. (OBM) O triangulo ABC ¢ retangulo em B. Sejam I o centro da circun-
feréncia inscrita em ABC e O o ponto médio do lado AC. Se ZAOI = 45°, quanto mede,
em graus, o angulo ZACB?

Solucgao.
Como ABC é um triangulo retangulo, entdo AO = BO = CO. Se LABI = ZAOI = 45°

e ZBAI = ZOAI, entao AABI = AAOI (ALA). Com isso, AB = AO = BO e, portanto,
triangulo ABO é equildtero. Assim, ZACB = 30°.



POT 2012 - Geometria - Nivel 3 - Aula 16 - Prof. Cicero Thiago

Problema 2. Em um triangulo nao equildtero, a reta que passa pelo baricentro e pelo in-
centro é paralela a um dos lados do triangulo. Demonstre que os lados do triangulo estao
em progressao aritmética.

Solucgao.
Como IG é paralelo a BC' entao podemos aplicar o teorema de Tales. Assim,

AL _AG _bye 2 .,
TE ~ GD a1 €=

A

Exercicios propostos
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2. (IMO Shortlist) Seja ABC um triangulo tal que AB + BC = 3AC. Sejam I o seu
incentro e D e E os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita com os lados AB
e BC, respectivamente. Além disso, sejam K e L os simétricos de D e E com relagao
ao incentro I. Prove que o quadrilatero AC K L é inscritivel.

3. (Teste de selecao do Brasil para IMO) Seja I o incentro do triangulo ABC e D o
ponto de intersecdo de Al com o circulo circunscrito de ABC'. Sejam E e F' os pés
das perpendiculares baixadas a partir de I sobre BD e CD, respectivamente. SE

AD
IE+1F = — determine o angulo BAC.

4. (IMO) O prolongamento da bissetriz AL do triangulo acutangulo ABC' encontra o
circulo circunscrito em N. Por L tracam - se perpendiculares LK e LM aos lados
AB e AC, respectivamente. Prove que a area do tridngulo ABC é igual a drea do
quadrilatero AK N M.

5. Num tridngulo ABC tem - se AB = BC, e D é um ponto sobre a base AC tal que
o raio do circulo inscrito no triangulo ABD é igual ao raio do circulo tangente ao
segmento DC' e aos prolongamentos das retas BD e BC. Prove que o raio deste

circulo é igual a 1 da medida h de uma das alturas iguais do triangulo ABC.

6. Seja um quadrildtero ABC'D inscrito num circulo de tal forma que os prolongamentos
dos lados AD e BC' se encontram em () e os prolongamentos de AB e C'D, em P.
Prove que as bissetrizes dos angulos Z/DQC = ZAPD sao perpendiculares.

7. Do incentro de um triangulo retangulo, avista - se a metade da hipotenusa, isto é,

o segmento que une um vértice ao ponto médio da hipotenusa, segundo um angulo
m ., ~ . , ~ .

reto. Se — é a fracdo irredutivel que expressa a razao entre as medidas dos catetos

deste triéggulo, entao m + n € igual a:
(a) 7 (b) 17 (c) 23 (d) 31 (e) 41

8. O circulo, de centro O, inscrito no triangulo ABC é cortado pela mediana AD nos
pontos X e Y. Sabendo que AC' = AB+ AD, determine a medida do angulo ZXOY'.

9. (OCM) Seja ABC um triangulo cuja medida dos lados sdo nimeros inteiros e con-
secutivos. Além disso, o maior angulo ZA é o dobro do menor angulo. Determine a
medida dos lados deste triangulo.



